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§4  带电粒子的拉格朗日表述

2

➢ 体系的拉格朗日函数：𝐿 𝑞, ሶ𝑞, 𝑡 。

⚫ 在有相同端点的所有可能路径当中，

真实运动使得作用量 𝑆 取驻值。

𝑞

𝑡1 𝑡2
𝑡

𝛿𝑆 𝑞 = 𝛿න
𝑡1

𝑡2

𝐿 𝑞, ሶ𝑞, 𝑡 𝑑𝑡 = 0

𝛿𝑞𝑘 𝑡1 = 𝛿𝑞𝑘 𝑡2 = 0

➢ 广义坐标的变分 𝛿𝑞𝑘 𝑡  导致广义速度相应的变分：

𝛿 ሶ𝑞𝑘 =
𝑑

𝑑𝑡
𝛿𝑞𝑘 ⟷ 𝛿

𝑑𝑞𝑘
𝑑𝑡

=
𝑑

𝑑𝑡
𝛿𝑞𝑘

➢ 体系的独立动力学变量： 𝑞 𝑡 = 𝑞𝑘 𝑡 ，也称广义坐标。

3

2. 欧拉−拉格朗日方程

动力学变量的变分引起的 𝑆 的改变（一阶变分）为

欧拉−拉格朗日方程

𝛿𝑆 𝑞 𝑡 = 𝛿න
𝑡1

𝑡2

𝐿 𝑞, ሶ𝑞, 𝑡 𝑑𝑡

= න
𝑡1

𝑡2 𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
𝛿𝑞𝑘 𝑑𝑡 +

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
𝛿𝑞𝑘

𝑡1

𝑡2

边界项

𝛿𝐿

𝛿𝑞𝑘
≜

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
= 0

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
𝛿 ሶ𝑞𝑘 =

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
𝛿𝑞𝑘 −

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
𝛿𝑞𝑘

若 𝑞 𝑡  为驻值路径，则对任意 𝛿𝑞𝑘 有 𝛿𝑆 𝑞 𝑡 = 0，因而

= න
𝑡1

𝑡2 𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
𝛿𝑞𝑘 +

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
𝛿 ሶ𝑞𝑘 𝑑𝑡
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⚫ 拉格朗日函数可相差一个规范变换：

෨𝐿 𝑞, ሶ𝑞, 𝑡 = 𝐿 𝑞, ሶ𝑞, 𝑡 +
𝑑𝐹 𝑞, 𝑡

𝑑𝑡

规范变换

➢ 例如，拉格朗日函数可以加上任一时间 𝑡 的函数 𝑓 𝑡 。

⚫ 𝐿 和 ෨𝐿 描述同一体系是由于 ሚ𝑆 − 𝑆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡。

➢ 等价于说， Τ𝛿 Δ𝐿 𝛿𝑞𝑘 ≡ 0，其中 Δ𝐿 = ෨𝐿 − 𝐿 = Τ𝑑𝐹 𝑑𝑡。

𝛿 Δ𝐿 = 𝛿
𝑑

𝑑𝑡
𝐹 =

𝑑

𝑑𝑡
𝛿𝐹

⟹
𝛿 Δ𝐿

𝛿𝑞𝑘
=
𝜕 Δ𝐿

𝜕𝑞𝑘
−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕 Δ𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
=
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑘
−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑘
≡ 0

=
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑘
𝛿𝑞𝑘 =

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑘
𝛿𝑞𝑘 +

𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑘
𝛿 ሶ𝑞𝑘

Τ𝜕 Δ𝐿 𝜕𝑞𝑘 Τ𝜕 Δ𝐿 𝜕 ሶ𝑞𝑘

𝑓 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
න
0

𝑡

𝑓 𝑡 𝑑𝑡

5

【例】自由粒子可由如下拉格朗日函数描述

𝐿 റ𝑥, ሶറ𝑥 = 𝑇 =
1

2
𝑚 ሶറ𝑥2 =

1

2
𝑚 ሶ𝑥𝑘 ሶ𝑥𝑘

⚫ 拉格朗日方程

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶറ𝑥
−
𝜕𝐿

𝜕 റ𝑥
= 𝑚 ሷറ𝑥 = 0

⚫ 𝐿 在如下伽利略变换下是不变的：

൞
𝑡 ⟼ 𝑡′ = 𝑡 + 𝑠, 𝑠 ∈ ℝ

റ𝑥 ⟼ റ𝑥′ = 𝑅 റ𝑥 + റ𝑎, 𝑅 ∈ 𝑆𝑂 3 , റ𝑎 real

➢ 拉格朗日方程在该变换下是协变的

𝑑2 റ𝑥 𝑡

𝑑𝑡2
= 0 ⟺

𝑑2 റ𝑥′ 𝑡′

𝑑𝑡′2
= 0

6

𝐿 റ𝑥′, ሶറ𝑥′ =
1

2
𝑚 ሶറ𝑥′2 =

1

2
𝑚 𝑅 ሶറ𝑥 + റ𝑣0

2
=
1

2
𝑚 ሶറ𝑥2 +𝑚𝑅 ሶറ𝑥 ⋅ റ𝑣0 +

1

2
𝑚𝑣0

2

⚫ 𝐿 在如下伽利略变换下是规范不变的：

൞
𝑡 ⟼ 𝑡′ = 𝑡 + 𝑠, 𝑠 ∈ ℝ

റ𝑥 ⟼ റ𝑥′ = 𝑅 റ𝑥 + റ𝑣0𝑡 + റ𝑎, 𝑅 ∈ 𝑆𝑂 3 , റ𝑣0, റ𝑎 real

➢ 拉格朗日方程在该变换下是协变的。

⟹ 𝐿 റ𝑥′, ሶറ𝑥′ = 𝐿 റ𝑥, ሶറ𝑥 +
𝑑𝐹 റ𝑥, 𝑡

𝑑𝑡
, 𝐹 റ𝑥, 𝑡 = 𝑚𝑅 റ𝑥 ⋅ റ𝑣0 +

1

2
𝑚𝑣0

2 𝑡

⚫ 𝐿 的对称性与守恒量

➢ 时间平移不变性 ⟹ 能量守恒（𝐸 = 𝑇）。

➢ 空间平移不变性 ⟹ 动量守恒（ റ𝑝 = 𝑚 ሶറ𝑥）。

➢ 空间转动不变性 ⟹ 角动量守恒（റ𝑙 = റ𝑥 × റ𝑝）。

➢ 推动变换下的规范不变性 ⟹ 质心匀速运动（ റ𝑥𝑐𝑚 = റ𝑥）。
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哈密顿函数与正则方程

⟹ ሶ𝑞𝑘 = ሶ𝑞𝑘 𝑞, 𝑝, 𝑡

➢ 其中 𝑝𝑘 是与 𝑞𝑘 共轭的正则动量：

𝑝𝑘 ≜
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
= 𝑝𝑘 𝑞, ሶ𝑞, 𝑡

⚫ 体系的动力学方程可以写为正则方程的形式：

𝐻 𝑞, 𝑝, 𝑡 ≜ 𝑝𝑘 ሶ𝑞𝑘 − 𝐿

➢ 若 𝐿 （从而 𝐻）不显含时间，则哈密顿函数是运动常数。

⚫ 定义体系的哈密顿函数：

ሶ𝑞𝑘 = +
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑘
= 𝑞𝑘, 𝐻

ሶ𝑝𝑘 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑘
= 𝑝𝑘, 𝐻

𝑞𝑖, 𝑝𝑗 = 𝛿𝑗
𝑖

𝑞𝑖, 𝑞𝑗 = 0

𝑝𝑖, 𝑝𝑗 = 0

8

【例】验证如下拉格朗日函数给出自由粒子正确的运动方程：

⚫ 正则动量等于粒子的相对论动量：

𝐿 = −𝑚𝑐2 1 − Τ𝑣2 𝑐2 = −𝑚𝑐2 1 − Τሶ𝑥𝑘 ሶ𝑥𝑘 𝑐2

𝐻 = റ𝑝 2𝑐2 +𝑚2𝑐4

⚫ 哈密顿函数 𝑯 等于粒子的相对论能量：

𝑝𝑘 =
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑥𝑘
=

𝑚 ሶ𝑥𝑘

1 − Τ𝑣2 𝑐2

⚫ 如下拉格朗日函数也能给出自由粒子正确的运动方程：

𝐿 =
1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚 ሶ𝑥1

2 + ሶ𝑥2
2 + ሶ𝑥3

2

➢ 𝑝𝑘 与动量、𝐻 与能量的关系取决于的 𝐿 的数学形式。

ሶ𝑥𝑘𝑝𝑘 − 𝐿 =
𝑚𝑣2

1 − Τ𝑣2 𝑐2
+𝑚𝑐2 1 − Τ𝑣2 𝑐2

⟹
𝑑 റ𝑝

𝑑𝑡
= 0

=
𝑚𝑐2

1 − Τ𝑣2 𝑐2
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⚫ 粒子的动力学变量选为世界线：某个实参数 𝜆的四个函数

𝑥𝛼 𝜆 = 𝑥0 𝜆 , റ𝑥 𝜆 = 𝑐𝑡 𝜆 , റ𝑥 𝜆

➢ 切矢量为

𝑈𝛼 𝜆 =
𝑑𝑥𝛼 𝜆

𝑑𝜆

➢ 物理上容许的世界线要求对任意 𝜆有

：𝒙𝟎 是 𝝀的单调增函数

：因果性条件

tan𝜃 = 𝛽

𝜃

𝑈𝛼

ቐ
𝑈0 > 0

𝑈𝛼𝑈𝛼 ≤ 0 റ𝑥

𝑥0

𝑂
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两种常用的世界线参数

⚫ 世界线参数的一种具有直接物理意义的选择是 𝜆 = 𝑡，从而

𝑥𝛼 𝑡 = 𝑐𝑡, റ𝑥 𝑡

⚫ 世界线参数另一种方便的选择是 𝜆 = 𝜏，从而

𝑑𝜏 =
1

𝑐
−𝑑𝑠2 =

1

𝑐
−𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛼 =

𝑑𝑡

𝛾

𝜏 𝜆 =
1

𝑐
න
𝜆1

𝜆2

−
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝜆

𝑑𝜆

𝑥𝛼 𝜏 = 𝑐𝑡 𝜏 , റ𝑥 𝜏

➢ 固有时可用间隔表示为

➢ 世界线上两事件 𝐴 和 𝐵 之间的固有时是参数不变的

物理可观测量应该是参数不变的。

=
1

𝑐
න
𝐴

𝐵

−𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛼
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2. 相对论中的哈密顿原理

⚫ 相对论中的哈密顿原理表述为：真实

运动是有相同端点的所有可能世界线

当中使得作用量 𝑆 取驻值的，即

𝑥0

റ𝑥
𝐴

𝐵

➢ 为了符合于相对性原理，

作用量必须是四维标量。

➢ 对不同的世界线，参数 𝜆 在端点 𝐴 和/或 𝐵 处的数值未必相同。

𝛿𝑆 𝑥 = 𝛿න
𝐴

𝐵

𝐿𝜆 𝑥,
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜆
𝑑𝜆 = 0

𝛿𝑥𝐴
𝛼 = 𝛿𝑥𝐵

𝛼 = 0

➢ 不同参数 𝜆 对应的拉格朗日函数的数学表达式未必相同。

12

以真实世界线的固有时为参数

⚫ 若以真实世界线的固有时 𝜏 作为参数，哈密顿原理表述为：

𝛿𝑆 𝑥 = 𝛿න
𝜏1

𝜏2

𝐿𝜏 𝑥, 𝑢 𝑑𝜏 = 0, 𝛿𝑥𝛼 𝜏1 = 𝛿𝑥𝛼 𝜏2 = 0

其中，“4-速度”𝑢𝛼 ≜ Τ𝑑𝑥𝛼 𝑑𝜏 为4-矢量。

➢ 仅对真实世界线，𝒖𝜶 才是粒子的4-速度，故满足质壳关系

𝑢𝛼𝑢𝛼 = −𝑐2

➢ 为了符合于相对性原理，要求 𝑳𝝉 𝒙, 𝒖  必须是四维标量。

➢ 端点处参数的数值 𝜏1,2 对所有可能世界线都相同。

➢ 注意：𝒖𝜶 并非可能世界线的4-速度。
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拉格朗日方程

𝛿𝑆 𝑥 𝜏 = 𝛿න
𝜏1

𝜏2

𝐿𝜏 𝑥, 𝑢 𝑑𝜏

= න
𝜏1

𝜏2 𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑥𝛼

−
𝑑

𝑑𝜏

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

𝛿𝑥𝛼 𝑑𝜏 +
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

𝛿𝑥𝛼

𝜏1

𝜏2

边界项

𝛿𝐿𝜏
𝛿𝑥𝛼

≜
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑥𝛼

−
𝑑

𝑑𝜏

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

= 0

若 𝑥 𝜏  为驻值路径，则对任意𝛿𝑥𝛼 有 𝛿𝑆 𝑥 𝑡 = 0，因而

⚫ 世界线的变分 𝛿𝑥𝛼 引起的 𝑆 的改变（一阶变分）为

➢ 拉格朗日方程是明显协变的！

➢ 拉格朗日方程中求完偏导数后的 𝑢𝛼 满足质壳关系。

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

𝛿𝑢𝛼 =
𝑑

𝑑𝜏

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

𝛿𝑥𝛼 −
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

𝛿𝑥𝛼

= න
𝜏1

𝜏2 𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑥𝛼

𝛿𝑥𝛼 +
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

𝛿𝑢𝛼 𝑑𝜏

此式中的 𝑢𝛼 满足 𝑢𝛼𝑢𝛼 = −𝑐2

14

【例】自由粒子的拉格朗日函数。

⚫ 时空平移不变性意味着：𝑳𝝉 只能是由速度 𝒖𝜶 构造的标量。

⚫ 由 𝑢𝛼 所能构造出的独立标量只有

因而， 𝑳𝝉 只能是 𝒖𝜶𝒖𝜶 = 𝒖 ⋅ 𝒖 的函数。

𝑢𝛼𝑢𝛼 = 𝑢 ⋅ 𝑢

⚫ 有无限多个 𝐿𝜏 满足以上条件，并且自由粒子的正确运动方

程都可由如下拉格朗日方程给出：

𝛿𝐿𝜏
𝛿𝑥𝛼

≜
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑥𝛼

−
𝑑

𝑑𝜏

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

= 0 ⟺
𝑑

𝑑𝜏

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

= 0
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⚫ 譬如，自由粒子的拉格朗日函数可以选为

𝐿𝜏 = −𝑚𝑐 −𝑢𝛼𝑢𝛼 = −𝑚𝑐 −𝑢 ⋅ 𝑢

⟹
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

=
𝑚𝑐𝑢𝛼

−𝑢 ⋅ 𝑢

⟹
𝑑

𝑑𝜏
𝑚𝑢𝛼 = 0

⟶𝑚𝑢𝛼 （对于真实世界线）

⟹
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

= 𝑚𝑢𝛼

⚫ 自由粒子的拉格朗日函数也可以选为

𝐿𝜏 =
1

2
𝑚𝑢𝛼𝑢𝛼 =

1

2
𝑚𝑢 ⋅ 𝑢

⟹
𝑑

𝑑𝜏
𝑚𝑢𝛼 = 0
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⚫ 譬如，自由粒子的拉格朗日函数可以选为

𝐿𝜏 = −𝑚𝑐 −𝑢𝛼𝑢𝛼 = −𝑚𝑐 −𝑢 ⋅ 𝑢

➢ 该 𝐿𝜏 是参数不变的：对任一可能的世界线有

⟹
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

=
𝑚𝑐𝑢𝛼

−𝑢 ⋅ 𝑢

⟹
𝑑

𝑑𝜏
𝑚𝑢𝛼 = 0

𝑆 𝑥 = −𝑚𝑐න
𝜏1

𝜏2

−
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜏

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝜏

𝑑𝜏 = −𝑚𝑐න
𝜆1

𝜆2

−
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝜆

𝑑𝜆

𝐿𝜏 = −𝑚𝑐 −
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜏

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝜏

⟹ 𝐿𝜆 = −𝑚𝑐 −
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝜆

⟶ 𝑚𝑢𝛼 （对于真实世界线）

17

⟹
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

= 𝑚𝑢𝛼

⚫ 自由粒子的拉格朗日函数也可以选为

𝐿𝜏 =
1

2
𝑚𝑢𝛼𝑢𝛼 =

1

2
𝑚𝑢 ⋅ 𝑢

⟹
𝑑

𝑑𝜏
𝑚𝑢𝛼 = 0

➢ 该 𝐿𝜏 不具有参数不变性：对任一可能的世界线有

𝑆 𝑥 =
1

2
𝑚න

𝜏1

𝜏2𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜏

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝜏

𝑑𝜏 ≠
1

2
𝑚න

𝜆1

𝜆2 𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝜆

𝑑𝜆

𝐿𝜏 =
1

2
𝑚
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜏

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝜏

⟹ 𝐿𝜆 =
1

2
𝑚
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜆

𝑑𝑥𝛼
𝑑𝜆

𝑑𝜆

𝑑𝜏

18

以可能世界线的固有时为参数

⚫ 若以可能世界线的固有时 𝜏 作为参数，哈密顿原理表述为：

𝛿𝑆 𝑥 = 𝛿න
𝐴

𝐵

𝐿0 𝑥, 𝑢 𝑑𝜏 = 0, 𝛿𝑥𝐴
𝛼 = 𝛿𝑥𝐵

𝛼 = 0

𝛿𝑆 𝑥 = 0 ⟺
𝛿𝐿0
𝛿𝑥𝛼

≜
𝜕𝐿0
𝜕𝑥𝛼

−
𝑑

𝑑𝜏

𝜕𝐿0
𝜕𝑢𝛼

= 0

➢ 端点处参数的数值 𝜏1,2 对不同世界线一般是不同的。

➢ 注意：𝑳𝟎 中的 𝒖𝜶 满足质壳关系 𝒖𝜶𝒖𝜶 = −𝒄𝟐。

➢ 为了符合于相对性原理，要求 𝑳𝟎 𝒙, 𝒖  必须是四维标量。

➢ 对给定的 𝑳𝝉，将其中的 𝒖𝜶 解读为满足质壳关系的4-速度，

即可给出一个符合要求的 𝑳𝟎。

其中，𝑢𝛼 ≜ Τ𝑑𝑥𝛼 𝑑𝜏 为粒子沿可能世界线 运动的4-速度。
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【例】自由粒子。

⟹ 𝐿0 = −
1

2
𝑚𝑐2

⚫ 拉格朗日函数可如下得到：

⚫ 拉格朗日函数可如下得到：

⚫ 下面以 𝐿0 = −𝑚𝑐2 为例说明：当以可能世界线的固有时为参

数时，如何由哈密顿原理给出运动方程。

𝛿𝑆 = −𝑚𝑐2𝛿න
𝐴

𝐵

𝑑𝜏 = −𝑚𝑐𝛿න
𝐴

𝐵

−𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑥

连接 𝑨,𝑩 两点的所有世界线中，真实世界线的固有时最长。

𝐿𝜏 =
1

2
𝑚𝑢𝛼𝑢𝛼

⟹ 𝐿0 = −𝑚𝑐2𝐿𝜏 = −𝑚𝑐 −𝑢𝛼𝑢𝛼

20

𝛿 −𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛼 = −
𝛿 𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛼

2 −𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛼

⟹ 𝛿 −𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛼 = −
𝑢𝛼

𝑐
𝑑𝛿𝑥𝛼

= ቚ𝑚𝑢𝛼𝛿𝑥𝛼
𝐴

𝐵
−𝑚න

𝐴

𝐵𝑑𝑢𝛼

𝑑𝜏
𝛿𝑥𝛼𝑑𝜏

⚫ 为了得到运动方程，首先计算

𝛿𝑆 = −𝑚𝑐2𝛿 න
𝐴

𝐵

𝑑𝜏 = 0

⟹ 𝛿𝑆 = −𝑚𝑐𝛿න
𝐴

𝐵

−𝑑𝑥 ⋅ 𝑑𝑥 = 𝑚න
𝐴

𝐵

𝑢𝛼𝑑𝛿𝑥𝛼

𝑑 𝑢𝛼𝛿𝑥𝛼 − 𝑑𝑢𝛼𝛿𝑥𝛼

𝑐𝑑𝜏

2𝑑𝑥𝛼 𝛿𝑑𝑥𝛼 = 2𝑑𝑥𝛼𝑑 𝛿𝑥𝛼

= −
1

𝑐

𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜏
𝑑 𝛿𝑥𝛼

⟹
𝑑

𝑑𝜏
𝑚𝑢𝛼 = 0

21

以时间为参数

⚫ 若以时间 𝑡 作为参数，哈密顿原理表述为：

𝛿𝑆 റ𝑥 = 𝛿න
𝑡1

𝑡2

𝐿 റ𝑥, റ𝑣 𝑑𝑡 = 0, 𝛿 റ𝑥 𝑡1 = 𝛿 റ𝑥 𝑡2 = 0

其中， റ𝑣 = Τ𝑑 റ𝑥 𝑑𝑡 为粒子沿可能世界线运动时的三维速度。

⟹ 运动方程由拉格朗日方程给出

𝛿𝐿

𝛿 റ𝑥
≜
𝜕𝐿

𝜕 റ𝑥
−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 റ𝑣
= 0

➢ 端点处参数的数值 𝑡1,2 对所有可能世界线都相同。

➢ 为符合于相对性原理，要求 𝑳 𝒙, 𝒗 𝒅𝒕 必须是四维标量。
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⚫ 若 𝑳 由如下方式给出，则由于此情形下 𝑺 为四维标量，因而，

尽管方程并非明显协变，但却符合于相对性原理的要求：

𝐿 റ𝑥, റ𝑣 =
𝑑𝜏

𝑑𝑡
𝐿0 𝑥, 𝑢 =

1

𝛾
𝐿0, where 𝛾 ≜ 1 − Τ𝑣2 𝑐2

− Τ1 2

➢ 例如，利用 𝐿0 = −𝑚𝑐2 可得自由粒子的拉格朗日函数

𝐿 = −𝑚𝑐2 1 − Τ𝑣2 𝑐2

റ𝑝 = Τ𝜕𝐿 𝜕 റ𝑣 = 𝛾𝑚 റ𝑣, 𝐻 = റ𝑝 ⋅ റ𝑣 − 𝐿 = 𝛾𝑚𝑐2

𝛿𝑆 = 0 ⟺ Τ𝑑 റ𝑝 𝑑𝑡 = 0

方程符合于相对性原理，但却不是明显协变的。

正则动量和哈密顿函数分别给出正确的相对论动量和能量：

拉格朗日函数给出自由粒子正确的运动方程：

23

以后，我们将以实际世界线的固有时作为参数

➢ 𝑳𝝉 中的 𝒖𝜶 不满足 𝒖𝜶𝒖𝜶 = −𝒄𝟐。
𝑥0

റ𝑥
𝑥 𝜏1

𝑥 𝜏2

⚫ 拉格朗日方程

𝛿𝐿𝜏
𝛿𝑥𝛼

≜
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑥𝛼

−
𝑑

𝑑𝜏

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

= 0

➢ 拉格朗日方程中求完偏导数后

的 𝒖𝜶 满足质壳关系。

⚫ 哈密顿原理

𝛿𝑆 𝑥 = 𝛿න
𝜏1

𝜏2

𝐿𝜏 𝑥, 𝑢 𝑑𝜏 = 0, 𝛿𝑥𝛼 𝜏1 = 𝛿𝑥𝛼 𝜏2 = 0

➢ 相对性原理要求： 𝑺 和 𝑳𝝉 都是4-标量。

24

⚫ 以真实世界线的固有时 𝜏 作为参数，将带电粒子在给定电磁

场中的作用量写为

𝑆 = න
𝜏1

𝜏2

𝐿𝜏 𝑥, 𝑢 𝑑𝜏 = 𝑆𝑝 + 𝑆𝑝𝑓

其中，𝑆𝑝为自由粒子的作用量，

𝑆𝑝𝑓 是场与粒子的相互作用项。

⚫ 总是将自由粒子的拉格朗日函数选为

𝐿𝜏 = −𝑚𝑐 −𝑢𝛼𝑢𝛼

𝑥0

റ𝑥
𝑥 𝜏1

𝑥 𝜏2
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2. 电磁场运动的带电粒子

除 𝑒 和 𝑚 外，用以构造拉格朗日函数的四维张量有

𝑢𝛼, 𝐹𝛼𝛽, 𝑔𝛼𝛽, 𝑔𝛼𝛽, 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈

⚫ 据此可构造出如下四维标量

𝑢𝛼𝑢𝛼

𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

𝐹𝛼𝛽𝑢𝛼𝑢𝛽

෨𝐹𝛼𝛽 ෨𝐹𝛼𝛽

෨𝐹𝛼𝛽𝑢𝛼𝑢𝛽

෨𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

⟶  不可能描述带电粒子与场的相互作用

≡ 0

⟶  不可能描述带电粒子与场的相互作用

⟶  不可能描述带电粒子与场的相互作用

⟶  不可能描述带电粒子与场的相互作用

≡ 0

26

⚫ 为了描述带电粒子与电磁场之间的相互作用，有必要用规

范势 𝑨𝜶 𝒙  代替电磁场张量作为电磁场的动力学变量。

𝐴𝛼𝑢
𝛼

因此，电磁场中带电粒子的拉格朗日函数的候选形式为

其中， 𝑘 是粒子与电磁场的耦合常数，它具有电量的量纲。

𝐿𝜏 = 𝐿𝑝 + 𝐿𝑝𝑓 = −𝑚𝑐 −𝑢 ⋅ 𝑢 + 𝑘𝐴𝛼𝑢
𝛼

⚫ 按此拉格朗日函数，有

⟶ 𝑚𝑢𝛼 + 𝑒𝐴𝛼 = 𝑝𝛼 + 𝑘𝐴𝛼

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑥𝛼

= 𝑘𝑢𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

=
𝑚𝑐𝑢𝛼

−𝑢 ⋅ 𝑢
+ 𝑘𝐴𝛼

⚫ 这样，就可以构造出描述相互作用的四维标量

（对于真实世界线）

27

⚫ 将前面结果代入拉格朗日方程，得到

将其与洛伦兹方程比价就得到：𝑘 = 𝑒。

𝑑𝑝𝛼

𝑑𝜏
= 𝑒𝐹𝛼𝛽𝑢𝛽

𝑑

𝑑𝜏

𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑢𝛼

=
𝜕𝐿𝜏
𝜕𝑥𝛼

⟺
𝑑𝑝𝛼
𝑑𝜏

+ 𝑘𝑢𝛽𝜕𝛽𝐴𝛼 = 𝑘𝑢𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽

𝑑𝑝𝛼
𝑑𝜏

= 𝑘 𝜕𝛼𝐴𝛽 − 𝜕𝛽𝐴𝛼 𝑢𝛽 = 𝑘𝐹𝛼𝛽𝑢
𝛽

亦即有

⚫ 电磁场中带电粒子的拉格朗日函数

𝐿𝜏 = 𝐿𝑝 + 𝐿𝑝𝑓 = −𝑚𝑐 −𝑢 ⋅ 𝑢 + 𝑒𝐴𝛼𝑢
𝛼

相应的拉格朗日方程即为洛伦兹方程
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规范不变性

𝐴𝛼 ⟶ ሚ𝐴𝛼 = 𝐴𝛼 + 𝜕𝛼𝜓

𝐿𝜏 ⟶ ෨𝐿𝜏 = 𝐿𝜏 + 𝑒𝑢𝛼𝜕𝛼𝜓 = 𝐿𝜏 +
𝑑

𝑑𝜏
𝑒𝜓

⚫ 在规范变换下，运动方程（即洛伦兹方程）是不变的。

电磁势可以做规范变换：

在规范变换下，拉格朗日函数变为

新、旧拉格朗日函数由规范变换相联系。

➢ 𝐴𝛼 只以 𝐹𝛼𝛽 的形式出现在运动方程中，由此也可得结论。

29

【思考】（1）以时间为参数，拉格朗日函数为

𝐿 = −𝑚𝑐2 1 − Τ𝑣2 𝑐2 − 𝑒 𝜑 − റ𝑣 ⋅ റ𝐴

（ 2 ）拉格朗日方程

（3）带电粒子的正则动量

𝛿𝐿

𝛿 റ𝑥
≜
𝜕𝐿

𝜕 റ𝑥
−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 റ𝑣
= 0 ⟺

𝑑 റ𝑝

𝑑𝑡
= 𝑒𝐸 + 𝑒 റ𝑣 × 𝐵

𝑃 ≜
𝜕𝐿

𝜕 റ𝑣
= റ𝑝 + 𝑒 റ𝐴

（4）哈密顿量用正则变量表示出来，为

𝐻 ≜ റ𝑣 ⋅
𝜕𝐿

𝜕 റ𝑣
− 𝐿 = 𝑃 − 𝑒 റ𝐴

2
𝑐2 +𝑚2𝑐4 + 𝑒𝜑

30

【注】在非相对论极限下

过渡到量子力学时，需要将粒子的正则动量（而非机械动量）

代换为厄米算符

描述微观带电粒子在电磁场中运动的动力学方程是如下形式的

薛定谔方程：

𝐻 =
𝑃 − 𝑒 റ𝐴

2

2𝑚
+ 𝑒𝜑 +𝑚𝑐2

𝑃 ⟶ −𝑖ℏ𝛻

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= −

ℏ2

2𝑚
𝛻 −

𝑖𝑒 റ𝐴

ℏ

2

+ 𝑒𝜑 𝜓
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§5 电磁场的拉格朗日表述

32

若一个体系的所有可观测物理量都可以用如下 𝑁 个独立场描述

则称这些场为该体系的动力学变量，而称 𝑁 为体系的自由度。

𝜑 = 𝜑𝐼 𝑥 𝐼 = 1,⋯ ,𝑁

粒子系统 场系统

描述系统状态的量 𝑞𝑘 𝑡 𝜑𝐼 𝑥

独立变量 𝑡, 𝑘 𝑡, റ𝑥

拉格朗日函数 𝐿 = 𝐿 𝑞, ሶ𝑞 𝐿 = නℒ 𝜑, 𝜕𝜑 𝑑3𝑥

运动方程
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑘
−
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
= 0

𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
− 𝜕𝜇

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
= 0

哈密顿函数（能量） 𝐻 =
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
ሶ𝑞𝑘 − 𝐿 𝐻 = න

𝜕ℒ

𝜕 𝜕0𝜑𝐼
𝜕0𝜑𝐼𝑑

3𝑥 − 𝐿

33

1. 场的拉格朗日密度和作用量

⚫ 场的拉格朗日函数表示为拉格朗日密度 ℒ 𝜑, 𝜕𝜑  的积分

𝐿 = නℒ 𝜑, 𝜕𝜑 𝑑3𝑥

➢ 一般地，ℒ 可能明显地依赖于时空坐标：ℒ = ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥 。

⚫ 场的作用量表示为

𝑆 𝜑 = න
𝑡1

𝑡2

𝑑𝑡නℒ 𝜑, 𝜕𝜑 𝑑3𝑥

➢ 一般地，作用量可表示为 ℒ 在某个时空区域 𝐷 内的积分：

𝑆 𝜑 =
1

𝑐
න
𝐷

ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥 𝑑4𝑥

⚫ 相对性原理要求 𝑺 必须是四维标量。

➢ 由于 𝑑4𝑥 = 𝑐𝑑𝑡𝑑3𝑥 是四维标量，故 𝓛 也必须是四维标量。
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2. 场的哈密顿原理

场系统的哈密顿原理表述为：在边界上具

有相同数值的场中，真实场 𝝋 𝒙  是使得作

用量取驻值的。其数学表述为

⚫ 场的一个变分 𝛿𝜑𝐼 𝑥  引起导数中相应的变分：

𝛿
𝜕𝜑𝐼
𝜕𝑥𝜇

=
𝜕

𝜕𝑥𝜇
𝛿𝜑𝐼 ⟷ 𝛿 𝜕𝜇𝜑𝐼 = 𝜕𝜇 𝛿𝜑𝐼

由此，又引起拉格朗日密度的相应变分：

𝛿ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥 = ℒ 𝜑 + 𝛿𝜑, 𝜕𝜑 + 𝛿𝜕𝜑, 𝑥 − ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥

𝑐𝑡

𝐷

𝜕𝐷

൞
𝛿𝑆 =

1

𝑐
𝛿 න

𝐷

ℒ𝑑4𝑥 = 0

𝛿𝜑𝐼 𝑥 ∈ 𝜕𝐷 = 0

35

3. 场的拉格朗日方程

⚫ 场的一个变分 𝛿𝜑𝐼 𝑥  引起的 ℒ 的改变为

=
𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼 +

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
𝛿 𝜕𝜇𝜑𝐼

=
𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
− 𝜕𝜇Π

𝜇𝐼 𝛿𝜑𝐼 + 𝜕𝜇 Π𝜇𝐼𝛿𝜑𝐼

四维散度项

Π𝜇𝐼𝛿 𝜕𝜇𝜑𝐼 = 𝜕𝜇 Π𝜇𝐼𝛿𝜑𝐼 − 𝜕𝜇Π
𝜇𝐼 𝛿𝜑𝐼

𝛿ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥 = ℒ 𝜑 + 𝛿𝜑, 𝜕𝜑 + 𝛿𝜕𝜑, 𝑥 − ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥

Π𝜇𝐼

Τ𝛿ℒ 𝛿𝜑𝐼

⟹ 𝛿ℒ =
𝛿ℒ

𝛿𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼 + 𝜕𝜇 Π𝜇𝐼𝛿𝜑𝐼 , where

Π𝜇𝐼 ≜
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼

𝛿ℒ

𝛿𝜑𝐼
≜

𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
− 𝜕𝜇Π

𝜇𝐼

36

⚫ 场的变分 𝛿𝜑𝐼 𝑥  引起作用量的如下变化：

𝛿𝑆 𝜑 =
1

𝑐
𝛿 න

𝐷

ℒ𝑑4𝑥

𝛿ℒ =
𝛿ℒ

𝛿𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼 + 𝜕𝜇 Π𝜇𝐼𝛿𝜑𝐼 ,

𝛿ℒ

𝛿𝜑𝐼
≜

𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
− 𝜕𝜇Π

𝜇𝐼 , Π𝜇𝐼 ≜
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼

边界项

若 𝜑𝐼 𝑥  使得 𝑆 取驻值，则对任意 𝛿𝜑𝐼有 𝛿𝑆 𝜑 = 0，从而

𝛿ℒ

𝛿𝜑𝐼
≜

𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
− 𝜕𝜇

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
= 0 拉格朗日方程

𝛿ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥 = 𝜕𝜇 Π𝜇𝐼𝛿𝜑𝐼

➢ 对于真实的场 𝜑𝐼 𝑥 ，有

=
1

𝑐
න
𝐷

𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼𝑑

4𝑥 +
1

𝑐
ර
𝜕𝐷

Π𝜇𝐼𝛿𝜑𝐼𝑑𝑛𝜇

⟺
𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
= 𝜕𝑡

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝑡𝜑𝐼
+ ∇ ⋅

𝜕ℒ

𝜕 ∇𝜑𝐼
= 𝜕𝜇Π

𝜇𝐼, Π𝜇𝐼 ≜
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
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⚫ 拉格朗日密度可相差一个规范变换：
ሚℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥 = ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥 + 𝜕𝜇𝐶

𝜇 𝜑, 𝑥

规范变换

➢ 例如， ℒ 可以加上时空坐标 𝑥 的任一标量函数 𝑓 𝑥 。

⚫ ℒ 和 ሚℒ 描述同一体系是由于

➢ 等价于说， Τ𝛿 Δℒ 𝛿𝜑 ≡ 0，其中 Δℒ = ሚℒ − ℒ = 𝜕𝜇𝐶
𝜇。

𝛿 Δℒ = 𝛿 𝜕𝜇𝐶
𝜇 = 𝜕𝜇𝐶

𝜇 𝜑 + 𝛿𝜑, 𝑥 − 𝜕𝜇𝐶
𝜇 𝜑, 𝑥

𝛿 Δℒ

𝛿𝜑𝐼
=
𝜕 Δℒ

𝜕𝜑𝐼
− 𝜕𝜇

𝜕 Δℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼

= 𝜕𝜇
𝜕𝐶𝜇

𝜕𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼 +

𝜕𝐶𝜇

𝜕𝜑𝐼
𝛿 𝜕𝜇𝜑𝐼

Δ𝑆 = ሚ𝑆 − 𝑆 =
1

𝑐
න
𝐷

𝜕𝜇𝐶
𝜇 𝜑, 𝑥 𝑑4𝑥 =

1

𝑐
ර
𝜕𝐷

𝐶𝜇 𝜑, 𝑥 𝑑𝑛𝜇

与可能场无关的常数

= 𝜕𝜇
𝜕𝐶𝜇

𝜕𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼= 𝜕𝜇 𝛿𝐶𝜇

=

= 𝜕𝜇
𝜕𝐶𝜇

𝜕𝜑𝐼
− 𝜕𝜇

𝜕𝐶𝜇

𝜕𝜑𝐼
≡ 0

38

【例】实标量场

考察与外部标量场 𝜌 𝑥 耦合的四维实标量场 𝜑 𝑥 ，并设其拉格

朗日密度为如下的4-标量

1

ℏ𝑐
ℒ = −

1

2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑 +
𝑚𝑐

ℏ

2

𝜑2 + 𝜌 𝑥 𝜑 𝑥

ℒ = −
1

2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑 +
𝑚𝑐

ℏ

2

𝜑2 + 𝜌 𝑥 𝜑 𝑥

𝜆𝐶 ≜
ℎ

𝑚𝑐
⟹

𝑚𝑐

ℏ
=
2𝜋

𝜆𝐶

⚫ ℒ 具有能量密度的量纲，𝜑 具有长度倒数的量纲。

⚫ 质量为 𝑚 的粒子的康普顿波长

⚫ 由于 ℒ 前面的因子不影响运动方程，因此，下面取

39

拉格朗日方程

⟹ 𝜕𝜇𝜕
𝜇 −

𝑚𝑐

ℏ

2

𝜑 𝑥 = −𝜌 𝑥

⚫ 方程是明显协变的。

𝛿ℒ = −𝜕𝜇𝜑 𝛿 𝜕𝜇𝜑 + −
𝑚𝑐

ℏ

2

𝜑 + 𝜌 𝛿𝜑

ℒ = −
1

2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑 +
𝑚𝑐

ℏ

2

𝜑2 + 𝜌 𝑥 𝜑 𝑥

𝜕ℒ

𝜕𝜑
− 𝜕𝜇

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑
= 0

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑
= −

𝜕 𝜕𝜇𝜑

𝜕 𝜕𝜈𝜑
𝜕𝜇𝜑

𝛿𝜇
𝜈

= −𝜕𝜈𝜑
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有质量场的传播速度

⚫ 无源情形下，场方程写为

𝜕𝜇𝜕
𝜇 −

𝑚𝑐

ℏ

2

𝜑 𝑥 = 0

⚫ 考察其单色平面波解：

𝜑 𝑥 = 𝜑0𝑒
𝑖𝑘𝛼𝑥

𝛼
, where 𝑘𝛼 =

𝜔

𝑐
, 𝑘

𝑘𝛼𝑘
𝛼 + Τ𝑚𝑐 ℏ 2 = 0 ⟷ 𝜔 = 𝑐 𝑘2 + Τ𝑚𝑐 ℏ 2

➢ 群速度 𝑣𝑔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑘
=

𝑘𝑐

𝑘2 + Τ𝑚𝑐 ℏ 2
< 𝑐

质量项（正比于场平方的项）意味着场的传播速度小于光速。

➢ 代入方程得到（其中 𝑘 = 𝑘 ⋅ 𝑘）：

41

有质量场的相互作用力程

如果源项是静态球对称的，即 𝜌 = 𝜌 𝑟 ，则方程写为

𝛻2 −
𝑚𝑐

ℏ

2

𝜑 𝑟 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝜑

𝜕𝑟
−

𝑚𝑐

ℏ

2

𝜑 = −𝜌 𝑟

在源之外的区域（𝜌 = 0） ，方程写为

⟹ 𝜑 𝑟 ~
1

𝑟
𝑒− Τ2𝜋𝑟 𝜆𝐶 ,

1

𝑟
𝑒+ Τ2𝜋𝑟 𝜆𝐶

质量项意味着相互作用不是长程的。

1

𝑟

𝜕2 𝑟𝜑

𝜕𝑟2

2𝜋

𝜆𝐶

𝜕2 𝑟𝜑

𝜕𝑟2
=

2𝜋

𝜆𝐶

2

𝑟𝜑

42

⚫ ℒ 是规范不变的：

➢ 规范变换 ሚ𝐴𝜇 = 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜓 下，存在 𝐶𝜇 使得 ሚℒ = ℒ + 𝜕𝜇𝐶
𝜇。

麦克斯韦方程的拉格朗日密度 ℒ 需要满足

⚫ 相对性原理要求 ℒ 是四维标量。

⚫ 描述电磁作用的动力学变量应为电磁势 𝐴𝛼 而非 𝐹𝛼𝛽。

⚫ ℒ 或者 ℒ𝑝𝑓 是源 𝐽𝛼 的线性函数（叠加原理）。

⚫ ℒ 是 𝐴𝛼 的二次函数（方程的线性性）。

➢ 这等价于说， Τ𝛿 Δℒ 𝛿𝐴𝛽 ≡ 0，其中 Δℒ = ሚℒ − ℒ。

⚫ ℒ = ℒ𝑓 + ℒ𝑝𝑓，其中 ℒ𝑓 描述自由（无源）的电磁场，ℒ𝑝𝑓 描

述带电物质与电磁场的相互作用。
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1. 自由电磁场的拉格朗日密度

⚫ 用以构造自由电磁场拉格朗日密度 ℒ𝑓 的4-张量有

⚫ 这些张量能够构造出的 𝐴𝛼 的次数不超过2的4-标量有哪些？

𝐴𝛼, 𝜕𝛼𝐴𝛽, 𝑔𝛼𝛽, 𝑔𝛼𝛽, 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈

𝜕𝛼𝐴𝛽

𝜕𝛼𝐴𝛽𝜕𝜇𝐴𝜈

⟹ 𝜕𝛼𝐴
𝛼

𝐴𝛼𝐴𝛽 ⟹ 𝐴𝛼𝐴
𝛼

⟹ 𝜕𝛼𝐴𝛼𝜕
𝛽𝐴𝛽 , 𝜕

𝛼𝐴𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽, 𝜕
𝛼𝐴𝛽𝜕𝛽𝐴𝛼

𝜕𝛼𝐴𝛽𝜕𝛼𝐴𝛽 = 𝜕ሺ𝛼𝐴 ሻ𝛽 + 𝜕ሾ𝛼𝐴 ሿ𝛽 𝜕ሺ𝛼𝐴 ሻ𝛽 + 𝜕ሾ𝛼𝐴 ሿ𝛽

𝜕𝛼𝐴𝛽𝜕𝛽𝐴𝛼 = 𝜕ሺ𝛼𝐴 ሻ𝛽 + 𝜕ሾ𝛼𝐴 ሿ𝛽 𝜕ሺ𝛽𝐴 ሻ𝛼 + 𝜕ሾ𝛽𝐴 ሿ𝛼

𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝜕𝛼𝐴𝛽𝜕𝜇𝐴𝜈 = 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝜕ሾ𝛼𝐴 ሿ𝛽 𝜕ሾ𝜇𝐴 ሿ𝜈

𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝜕𝛼𝐴𝛽𝜕𝜇𝐴𝜈

𝐹𝛼𝛽 ≜ 𝜕𝛼𝐴𝛽 − 𝜕𝛽𝐴𝛼

𝐺𝛼𝛽 ≜ 𝜕𝛼𝐴𝛽 + 𝜕𝛽𝐴𝛼

෨𝐹𝛼𝛽 ≜
1

2
𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈

𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽, 𝐺
𝛼𝛽𝐺𝛼𝛽

𝜕ሺ𝛼𝐴 ሻ𝛽 𝜕ሺ𝛼𝐴 ሻ𝛽 + 𝜕ሾ𝛼𝐴 ሿ𝛽 𝜕ሾ𝛼𝐴 ሿ𝛽

𝜕ሺ𝛼𝐴 ሻ𝛽 𝜕ሺ𝛼𝐴 ሻ𝛽 − 𝜕ሾ𝛼𝐴 ሿ𝛽 𝜕ሾ𝛼𝐴 ሿ𝛽

4𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈

෨𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

44

用这些张量能构造出的、𝐴𝛼 的次数不超过2的4-标量有

𝜕𝛼𝐴
𝛼

𝐴𝛼𝐴𝛼

𝜕𝛼𝐴𝛼𝜕
𝛽𝐴𝛽

𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

𝐺𝛼𝛽𝐺𝛼𝛽

෨𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

⟵  不满足规范不变性

⟵  不满足规范不变性

⟵  不满足规范不变性

⟵  符合规范不变性

⟵  符合规范不变性

⟵  符合规范不变性

𝐹𝛼𝛽 ≜ 𝜕𝛼𝐴𝛽 − 𝜕𝛽𝐴𝛼, ෨𝐹𝛼𝛽 ≜
1

2
𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈, 𝐺𝛼𝛽 ≜ 𝜕𝛼𝐴𝛽 + 𝜕𝛽𝐴𝛼

（此项无关紧要）

（质量项）

（空间反演下的赝标量）

45

𝜕𝛼𝐴
𝛼 项不必出现在拉格朗日密度中。

事实上，若令 ℒ0 = 𝜕𝛼𝐴
𝛼，则 

⚫ 𝜕𝛼𝐴
𝛼 满足规范不变性要求。

𝛿ℒ0 = 𝑔𝛼𝛽𝛿 𝜕𝛼𝐴𝛽 ⟹
𝛿ℒ0
𝛿𝐴𝛽

=
𝜕ℒ0
𝜕𝐴𝛽

− 𝜕𝛼
𝜕ℒ0

𝜕 𝜕𝛼𝐴𝛽

𝜕𝛼𝐴
𝛼 ⟶ 𝜕𝛼 ሚ𝐴

𝛼 = 𝜕𝛼 𝐴𝛼 + 𝜕𝛼𝜓 = 𝜕𝛼𝐴
𝛼 + 𝜕𝛼𝜕

𝛼𝜓

➢ 在规范变换 ሚ𝐴𝜇 𝑥 = 𝐴𝜇 𝑥 + 𝜕𝜇𝜓 𝑥  下， 𝜕𝜇𝐶
𝜇 𝑥

➢ 由于 𝜕𝛼𝐴
𝛼 本身就是散度项，ℒ 中有无此项不影响方程。

或者， Δℒ = 𝜕𝛼𝜕
𝛼𝜓 显然满足 Τ𝛿 Δℒ 𝛿𝐴𝛽 ≡ 0。

0

𝛿ℒ0
𝛿𝐴𝛽

= 0 ⟺ 0 ≡ 0

𝑔𝛼𝛽
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事实上

⚫ ℒ0 = 𝐴𝛼𝐴𝛼 不满足规范不变性的要求。

➢ 在规范变换 ሚ𝐴𝜇 = 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜓 下，

= 𝐴𝛼𝐴𝛼 + 2𝐴𝛼𝜕𝛼𝜓 + 𝜕𝛼𝜓𝜕𝛼𝜓

𝐴𝛼𝐴𝛼 ⟶ ሚ𝐴𝛼 ሚ𝐴𝛼 = 𝐴𝛼 + 𝜕𝛼𝜓 𝐴𝛼 + 𝜕𝛼𝜓
Δℒ0

不存在 𝐶𝜇 𝐴, 𝑥 使得 Δℒ0 = 𝜕𝜇𝐶
𝜇

𝛿 Δℒ0
𝛿𝐴𝛽

=
𝜕 Δℒ0
𝜕𝐴𝛽

− 𝜕𝛼
𝜕 Δℒ0

𝜕 𝜕𝛼𝐴𝛽
= 2𝜕𝛽𝜓 − 0 ≠ 0

➢ 或者，若令 ℒ0 = 𝐴𝛼𝐴𝛼，则 

𝛿ℒ0 = 2𝐴𝛼𝛿𝐴𝛼 ⟹
𝛿ℒ0
𝛿𝐴𝛽

=
𝜕ℒ0
𝜕𝐴𝛽

− 𝜕𝛼
𝜕ℒ0

𝜕 𝜕𝛼𝐴𝛽

2𝐴𝛽 0

可见， Τ𝛿ℒ0 𝛿𝐴𝛽 = 2𝐴𝛽 依赖于规范的选择。

𝐴𝛼𝐴
𝛼 项（质量项）不能出现在拉格朗日密度中。

47

⚫ ℒ0 = 𝜕𝛼𝐴𝛼𝜕
𝛽𝐴𝛽 不满足规范不变性的要求。

𝜕𝛼𝐴𝛼𝜕
𝛽𝐴𝛽  和 𝐺𝛼𝛽𝐺𝛼𝛽 项都不能出现在拉格朗日密度中。

= 2𝑔𝛼𝛽𝜕𝛾𝐴𝛾𝛿 𝜕𝛼𝐴𝛽𝛿ℒ0 = 2𝜕𝛼𝐴𝛼𝛿 𝜕𝛽𝐴𝛽

⟹
𝛿ℒ0
𝛿𝐴𝛽

=
𝜕ℒ0
𝜕𝐴𝛽

− 𝜕𝛼
𝜕ℒ0

𝜕 𝜕𝛼𝐴𝛽
0 2𝑔𝛼𝛽𝜕𝛾𝐴𝛾

= −2𝜕𝛽𝜕𝛾𝐴𝛾

⚫ ℒ0 = 𝐺𝛼𝛽𝐺𝛼𝛽 不满足规范不变性的要求。

= 4𝐺𝛼𝛽𝛿 𝜕𝛼𝐴𝛽𝛿ℒ = 2𝐺𝛼𝛽𝛿 𝜕𝛼𝐴𝛽 + 𝜕𝛽𝐴𝛼

⟹
𝛿ℒ0
𝛿𝐴𝛽

=
𝜕ℒ0
𝜕𝐴𝛽

− 𝜕𝛼
𝜕ℒ0

𝜕 𝜕𝛼𝐴𝛽
0 4𝐺𝛼𝛽

= −4𝜕𝛼𝐺
𝛼𝛽

有赖于
规范选取

有赖于
规范选取

48

⚫ ℒ0 = 𝐹𝛼𝛽 ෨𝐹
𝛼𝛽 符合规范不变性的要求。

𝛿ℒ0 =
1

2
𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝛿 𝐹𝛼𝛽𝐹𝜇𝜈

⟹ 𝛿ℒ0 = 2𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈𝛿 𝜕𝛼𝐴𝛽
𝛿 𝜕𝛼𝐴𝛽 − 𝜕𝛽𝐴𝛼

⟹
𝛿ℒ0
𝛿𝐴𝛽

=
𝜕ℒ0
𝜕𝐴𝛽

− 𝜕𝛼
𝜕ℒ0

𝜕 𝜕𝛼𝐴𝛽
0 2𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈

⟺ 𝜕𝛼𝐹𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝐹𝜈𝛼 + 𝜕𝜈𝐹𝛼𝜇 = 0

𝐹𝛼𝛽 ෨𝐹
𝛼𝛽 项（赝标量）不必出现在拉格朗日密度中。

⟺ 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈 𝜕𝛼𝐹𝜇𝜈 = 0

𝜕𝛼𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝛼𝜕𝜈𝐴𝜇

= 𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿ℒ0
𝛿𝐴𝛽

= 0

= −2𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈 𝜕𝛼𝐹𝜇𝜈

⟺ 0 = 0
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⚫ 𝐹𝛼𝛽𝐹
𝛼𝛽 和 ෨𝐹𝛼𝛽 ෨𝐹

𝛼𝛽 均符合规范不变性的要求。

𝐹𝛼𝛽 =
𝐸

𝑐
, 𝐵 , 𝐹𝛼𝛽 = −

𝐸

𝑐
, 𝐵 , ෨𝐹𝛼𝛽 = 𝐵, −

𝐸

𝑐
, ෨𝐹𝛼𝛽 = −𝐵, −

𝐸

𝑐

𝐹𝛼𝛽𝐹
𝛼𝛽 = −2

𝐸2

𝑐2
+ 2𝐵2, ෨𝐹𝛼𝛽 ෨𝐹

𝛼𝛽 = −2𝐵2 + 2
𝐸2

𝑐2
= −𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽

ℒ𝑓 = −
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 = ℒ𝑓 𝜕𝐴

ℒ𝑓 =
1

2
𝜀0 𝐸2 − 𝑐2𝐵2

➢ 数值上，ℒ𝑓  等于电场与磁场的能量密度之差，即

⚫ 无源麦克斯韦方程的拉格朗日密度正比于 𝐹𝛼𝛽𝐹
𝛼𝛽，将其取为

自由电磁场的拉格朗日密度必然正比于 𝐹𝛼𝛽𝐹
𝛼𝛽 。

50

2. 有源麦克斯韦方程的拉格朗日密度

⚫ 除度规张量外，用以构造 ℒ𝑝𝑓 的 4-张量只有 𝐽𝛼 和 𝐴𝛼。

➢ 由此能够构造出的对 𝐽𝛼 线性依赖的标量只有一个：𝐽𝛼𝐴𝛼。

➢ ℒ𝑝𝑓 = 𝐽𝛼𝐴𝛼 符合规范不变性要求：𝛿ℒ𝑝𝑓 = 𝐽𝛼𝛿𝐴𝛼

⟹
𝛿ℒ𝑝𝑓
𝛿𝐴𝛽

=
𝜕ℒ0
𝜕𝐴𝛽

− 𝜕𝛼
𝜕ℒ0

𝜕 𝜕𝛼𝐴𝛽
𝐽𝛽 0

= 𝐽𝛽 与规范选取无关

⚫ 有源麦克斯韦方程的拉格朗日密度写为

ℒ = ℒ𝑓 + ℒ𝑝𝑓 = −
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 + 𝐽𝛼𝐴𝛼

ℒ =
1

2
𝜀0 𝐸2 − 𝑐2𝐵2 − 𝜌𝜑 − റ𝐽 ⋅ റ𝐴

➢ 数值上，

51

麦克斯韦方程
⚫ 若 𝐽𝛼 𝑥  给定，即忽略电磁场对带电物质的作用，则

ℒ 𝐴, 𝜕𝐴, 𝑥 = −
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 + 𝐽𝛼𝐴𝛼 = ℒ𝑓 𝜕𝐴 + ℒ𝑝𝑓 𝐴, 𝑥

⟹ 𝛿ℒ = −
1

2𝜇0
𝐹𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽 + 𝐽𝛼𝛿𝐴𝛼 = −

1

𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝛿 𝜕𝛼𝐴𝛽 + 𝐽𝛽𝛿𝐴𝛽

𝛿ℒ

𝛿𝐴𝛽
=
𝜕ℒ𝑓
𝜕𝐴𝛽

− 𝜕𝛼
𝜕ℒ𝑓

𝜕 𝜕𝛼𝐴𝛽
= 0

𝛿 𝜕𝛼𝐴𝛽 − 𝛿 𝜕𝛽𝐴𝛼

𝐽𝛽 − Τ1 𝜇0 𝐹𝛼𝛽

⟹ 𝜕𝛼𝐹
𝛼𝛽 = −𝜇0𝐽

𝛽

麦克斯韦方程

⟹ 𝜕𝛼𝐹𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝐹𝜈𝛼 + 𝜕𝜈𝐹𝛼𝜇 = 0𝐹𝛼𝛽 = 𝜕𝛼𝐴𝛽 − 𝜕𝛽𝐴𝛼

𝜕𝛼 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 + 𝜕𝜇 𝜕𝜈𝐴𝛼 − 𝜕𝛼𝐴𝜈 + 𝜕𝜈 𝜕𝛼𝐴𝜇 − 𝜕𝜇𝐴𝛼

= 𝜕𝛼𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝛼𝜕𝜈𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜕𝜈𝐴𝛼 − 𝜕𝜇𝜕𝛼𝐴𝜈 + 𝜕𝜈𝜕𝛼𝐴𝜇 − 𝜕𝜈𝜕𝜇𝐴𝛼

毕安琪恒等式
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⚫ 带电粒子-电磁场系统的作用量和拉格朗日密度可以写为

➢ 动力学变量为 𝐴𝛼 𝑥  和 𝑥𝑒
𝛼 𝜏 （设只有一个带电粒子）。

൞
𝑆 = 𝑆𝑝 + 𝑆𝑓 + 𝑆𝑝𝑓 = නℒ𝑑𝑡𝑑3𝑥

ℒ = ℒ𝑓 + ℒ𝑝 + ℒ𝑝𝑓

ℒ𝑓 = −
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽

➢ 自由电磁场的拉格朗日密度为

➢ 下面给出 ℒ𝑝 + ℒ𝑝𝑓 的表达式。

𝐴𝛼 = Τ𝜑 𝑐 , റ𝐴 , 𝑥𝑒
𝛼 = 𝑐𝑡, റ𝑥𝑒

53

⚫ 以真实运动的固有时作为参数，带电粒子的作用量为

𝑆𝑝 + 𝑆𝑝𝑓 = න𝑑𝜏 −𝑚𝑐 −
𝑑𝑥𝑒

𝛼 𝜏

𝑑𝜏

𝑑𝑥𝑒𝛼 𝜏

𝑑𝜏
+ 𝑒𝐴𝛼 𝑥𝑒 𝑡

𝑑𝑥𝑒
𝛼 𝜏

𝑑𝜏

= න𝑑𝑡 −𝑚𝑐 −
𝑑𝑥𝑒

𝛼 𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑥𝑒𝛼 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑒𝐴𝛼 𝑥𝑒 𝑡

𝑑𝑥𝑒
𝛼 𝑡

𝑑𝑡

𝑐2 − 𝑣2 = Τ𝑐 𝛾 Τ𝑢𝛼 𝑡 𝛾

= න𝑑𝑡 −
𝑚𝑐2

𝛾
+
𝑒

𝛾
𝐴𝛼 𝑥𝑒 𝑡 𝑢𝛼 𝑡

න𝑑3𝑥 −
𝑚𝑐2

𝛾
+
𝑒

𝛾
𝐴𝛼 𝑥 𝑢𝛼 𝑡 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑒 𝑡

ℒ𝑝 + ℒ𝑝𝑓

54

⚫ 电动力学的完整拉格朗日密度 ℒ = ℒ𝑓 + ℒ𝑝 + ℒ𝑝𝑓 为

ℒ = −
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽 𝑥 𝐹𝛼𝛽 𝑥 −

𝑚𝑐2

𝛾
𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑒 𝑡

+
𝑒

𝛾
𝐴𝛼 𝑥 𝑢𝛼 𝑡 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑒 𝑡

𝑆 = −
1

4𝜇0𝑐
න𝑑4𝑥 𝐹𝛼𝛽 𝑥 𝐹𝛼𝛽 𝑥 −𝑚𝑐න𝑑𝜏 −𝑢 ⋅ 𝑢 + 𝑒න𝑑𝜏 𝐴𝛼 𝑥𝑒 𝑢𝛼

➢ 相应的作用量 𝑆 = 𝑆𝑓 + 𝑆𝑝 + 𝑆𝑝𝑓 =
1

𝑐
𝑑4𝑥׬ ℒ 为

⚫ 最小作用原理：在动力学变量的如下变分下，𝛿𝑆 = 0 的充要条件

是 𝑥𝑒
𝛼 𝜏  满足洛伦兹方程，而 𝐴𝛼 𝑥  满足麦克斯韦方程

ቐ
𝑥𝑒
𝛼 𝜏 ⟶ 𝑥𝑒

𝛼 𝜏 + 𝛿𝑥𝑒
𝛼 𝜏

𝐴𝛼 𝑥 ⟶ 𝐴𝛼 𝑥 + 𝛿𝐴𝛼 𝑥
, ൞

𝛿𝑥𝑒
𝛼 𝜏 ⟶ 0 when 𝜏 ⟶ ∞

𝛿𝐴𝛼 𝑥 ⟶ 0 when 𝑥𝛼 ⟶∞
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𝛿𝑆𝑓 = −
1

𝜇0𝑐
න𝑑4𝑥 𝐹𝛼𝛽 𝑥

𝜕𝛿𝐴𝛽 𝑥

𝜕𝑥𝛼

= −𝑚𝑐න𝑑𝜏
𝑑

𝑑𝜏

𝑢𝛼

−𝑢 ⋅ 𝑢
𝛿𝑥𝑒

𝛼 𝜏

𝑒

𝑐
න𝑑4𝑥

𝑢𝛽

𝛾
𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑒 𝛿𝐴𝛽 𝑥

𝑆 = −
1

4𝜇0𝑐
න𝑑4𝑥 𝐹𝛼𝛽 𝑥 𝐹𝛼𝛽 𝑥 −𝑚𝑐න𝑑𝜏 −𝑢 ⋅ 𝑢 + 𝑒න𝑑𝜏 𝐴𝛼 𝑥𝑒 𝑢𝛼

𝛿𝑆𝑝 = 𝑚𝑐න𝑑𝜏
𝑢𝛼

−𝑢 ⋅ 𝑢

𝑑𝛿𝑥𝑒
𝛼 𝜏

𝑑𝜏

𝛿𝑆𝑝𝑓 = 𝑒න𝑑𝜏 𝑢𝛽
𝜕𝐴𝛽 𝑥𝑒

𝜕𝑥𝑒
𝛼 −

𝑑𝐴𝛼 𝑥𝑒
𝑑𝜏

𝛿𝑥𝑒
𝛼 𝜏 + 𝑒න𝑑𝜏 𝑢𝛼𝛿𝐴𝛼 𝑥𝑒

=
1

𝜇0𝑐
න𝑑4𝑥

𝜕𝐹𝛼𝛽 𝑥

𝜕𝑥𝛼
𝛿𝐴𝛽 𝑥

𝑚𝑐
𝑑

𝑑𝜏

𝑢𝛼

−𝑢 ⋅ 𝑢
= 𝑒𝐹𝛼𝛽 𝑥𝑒 𝑢𝛽

𝑢𝛽
𝜕𝐴𝛽 𝑥𝑒

𝜕𝑥𝑒
𝛼 −𝑢𝛽

𝜕𝐴𝛼 𝑥𝑒

𝜕𝑥𝑒
𝛽

= 𝐹𝛼𝛽 𝑥𝑒 𝑢𝛽

⟹
𝑑𝑝𝛼 𝜏

𝑑𝜏
= 𝑒𝐹𝛼𝛽 𝑥𝑒 𝑢𝛽 𝜏

1

𝜇0

𝜕𝐹𝛼𝛽 𝑥

𝜕𝑥𝛼
=
1

𝛾
𝑒𝑢𝛽𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑒 ⟹ 𝜕𝛼𝐹

𝛼𝛽 𝑥 =
𝑒

𝛾
𝑢𝛽𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑒

56
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