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补遗一. 朗道-栗弗席兹方程

2

 只要裸质量𝑚0 > 0，则质量重整化引入的电磁能量

 𝒓𝟎 > 𝒄𝝉 是理论有效的最短尺度，

𝑒𝑠
2

𝑟0
< 𝑚𝑐2 ⟹ 𝑟0 >

𝑒𝑠
2

𝑚𝑐2
~𝑐𝜏

𝑚 റ𝑎 = റ𝐹0 +𝑚𝜏 ሶറ𝑎, where ቐ

𝑚 = 𝑚0 + 𝛼

𝜏 = Τ2𝑒𝑠
2 3𝑚𝑐3

 隐含某个空间尺度：粒子尺度或到点粒子的距离 𝑟0 ⟶ 0。

朗道-栗弗席兹（Landau-Lifshitz）方程

 阿伯拉罕-洛伦兹方程也不具有普遍性（即便对非相对论粒子）。

且方程将产生如下𝒎𝝉 ሷ𝒂 Τ𝒓𝟎 𝒄 ≈ 𝒎𝝉𝟐 ሷ𝒂 的截止修正。

3

𝑚റ𝑎 = റ𝐹0 +𝑚𝜏 ሶറ𝑎 + 𝑂 Τ𝜏2 𝑇2

 设 𝑇 = Τ𝑎 ሶ𝑎是加速度变化的典型时间，则阿伯拉罕-洛伦兹方

程在物理上更有意义的写法是

 只有在辐射阻尼力 റ𝐹𝑅 = 𝑚𝜏 ሶറ𝑎 ≪ റ𝐹0始终满足的情形下，阿

伯拉罕-洛伦兹方程才是有意义的。

 加速度的主要贡献为

റ𝑎 = Τറ𝐹0 𝑚+𝑂 Τ𝜏 𝑇 ⟹ ሶറ𝑎 = ൗ
ሶറ𝐹0 𝑚+𝑂 Τ𝜏 𝑇

 将得到的 ሶറ𝑎代回到原方程，给出

𝑚റ𝑎 = റ𝐹0 + 𝜏
ሶറ𝐹0 + 𝑂 Τ𝜏2 𝑇2

 此方程与原方程具有同样的精确度。

 由于其中没有 ሶ𝒂 项，此方程不会有自加速或其他病态解。
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 非相对论点电荷的轨迹，可以用如下包含辐射阻尼力的朗道-

栗弗席兹方程进行最佳描述

𝑚റ𝑎 = റ𝐹0 + 𝜏
ሶറ𝐹0 = റ𝐹0 + 𝜏𝜕𝑡 റ𝐹0 + 𝜏 റ𝑣 ⋅ 𝛻 റ𝐹0

 若粒子从 𝑡 = 0时刻开始受到恒定外力 റ𝑓作用，从而

⟹ ൞
റ𝑎 𝑡 = 0, 𝑡 < 0

റ𝑎 𝑡 = Τറ𝑓 𝑚 , 𝑡 > 0

 如果将原子中处于激发态的电子设想为是固有频率 𝜔0 的

简谐振子，同时受到辐射阻尼力的作用，即

从而电子的运动方程为（其中 𝛾 = 𝜔0
2𝜏）

റ𝐹0 = −𝑚𝜔0
2 റ𝑥 ⟹ റ𝐹𝑅 = 𝜏

ሶറ𝐹0 𝑡 = −𝑚𝜔0
2𝜏 ሶറ𝑥

𝑚 ሷറ𝑥 = −𝑚𝜔0
2 റ𝑥 − 𝛾𝑚 ሶറ𝑥 ⟹ ሷറ𝑥 + 𝛾 ሶറ𝑥 + 𝜔0

2 റ𝑥 = 0

൞

റ𝐹0 𝑡 = റ𝑓Θ 𝑡

ሶറ𝐹0 𝑡 = റ𝑓𝛿 𝑡

𝛾

5

补遗二.  非相对论点电荷的辐射

𝛽 = 0.1 𝛽 = 0.6
6

 非相对论条件

 先考察带电粒子做简谐振动的情况。粒子坐标为

 本节讨论非相对论的带电粒子（𝛽 ≪ 1）的辐射。

റ𝑥 = റ𝐴 cos𝜔𝑡

 可见，非相对论带电粒子的辐射场应该就是前面小场源近似

下的电偶极辐射。

 金属导体中的自由电子、原子中的电子、原子核中的质子

都满足这个条件。

 等离子体中的带电粒子通常也满足这个条件。

⟹ റ𝑣 = −𝜔 റ𝐴 sin𝜔𝑡

𝛽 = Τ𝑣 𝑐 ≪ 1 ⟹ 𝐴 ≪ Τ𝑐 𝜔 ⟹ 𝐴 ≪ 𝜆

 这一结论也可从点电荷的辐射场直接证明。

Τ𝜆 2𝜋
辐射波
的波长
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因此辐射场为

对于非相对论的带电粒子，由于 𝛽 ≪ 1，因而

𝑛∗ ≜ ෡ℝ∗ − റ𝛽∗ ≈ ෡ℝ∗

𝐸 =
1

4𝜋𝜀0𝑐
2

𝑒 റ𝑎∗ × ෡ℝ∗ × ෡ℝ∗

ℝ∗
=

1

4𝜋𝜀0𝑐
2

ሷറ𝑝∗ × ෡ℝ∗ × ෡ℝ∗

ℝ∗

റ𝑝∗ = 𝑒 റ𝑥𝑒
∗ = 𝑒 റ𝑥𝑒 𝑡∗ , ሷറ𝑝∗ = 𝑒 റ𝑎∗

这里 റ𝑝∗ 是粒子在 𝑡∗ = 𝑡 − Τℝ∗ 𝑐 时刻相对于原点 𝑂 的电偶极矩，

而 ሷറ𝑝∗则是 റ𝑝∗在 𝑡∗ 时刻的二阶导数

𝑂

റ𝑥
റ𝑥𝑒
∗

ℝ∗

⟹ ൞

෡ℝ∗ ⋅ 𝑛∗ ≈ 1

෡ℝ∗ × 𝑛∗ × റ𝑎∗ ≈ ෡ℝ∗ × ෡ℝ∗ × റ𝑎∗
റ𝑎∗ × ෡ℝ∗ × ෡ℝ∗
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 在任一特定时刻，𝑟∗ = റ𝑥𝑒
∗ 是确定的有限数值，𝑟 = റ𝑥 最终

是要趋于无穷的，故ℝ∗ = റ𝑥 − റ𝑥𝑒
∗ 和 𝑡∗ = 𝑡 − Τℝ∗ 𝑐近似为

 对于非相对论的点电荷，其辐射场的主要贡献就是

小场源近似下的电偶极辐射。

𝑑𝑃

𝑑Ω
=

ሷറ𝑝𝑟 × Ƹ𝑟
2

16𝜋2𝜀0𝑐
3

𝑂

റ𝑥
റ𝑥𝑒
∗

ℝ∗

这里 റ𝑝𝑟 和 ሷറ𝑝𝑟 分别是 𝑡𝑟 时刻的电矩及其二阶导数。

 𝑡𝑟 时刻非相对论点电荷的瞬时辐射功率的角分布为

ℝ∗ ≈ റ𝑥, 𝑡∗ ≈ 𝑡 −
𝑟

𝑐
≜ 𝑡𝑟

⟹ 𝑃 =
ሷറ𝑝𝑟
2

6𝜋𝜀0𝑐
3 =

2𝑒𝑠
2𝑎2

3𝑐3

⟹ 𝐸 =
ሷറ𝑝𝑟 × Ƹ𝑟 × Ƹ𝑟

4𝜋𝜀0𝑐
2𝑟

, 𝑐𝐵 =
ሷറ𝑝𝑟 × Ƹ𝑟

4𝜋𝜀0𝑐
2𝑟

此处瞬时辐射功率是之前所得谐振电流下电偶极平均辐射功率的两倍
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非相对论点电荷系统的辐射场

对于非相对论带电粒子构成的孤立体系，总的电偶极矩为

റ𝑝 𝑡 =෍𝑒𝑛 റ𝑥𝑛 𝑡 =෍
𝑒𝑛
𝑚𝑛

𝑚𝑛 റ𝑥𝑛 𝑡

 若所有粒子都具有相同的荷质比（设为 Τ𝑒 𝑚），那么

质心匀速运动
റ𝑝 𝑡 =

𝑒

𝑚
⋅ 𝑀𝑋𝐶 𝑡

由荷质比相同的非相对论带电粒子构成的孤立体系，

不会有辐射（电偶极辐射）。

系统在 𝑡时刻激发的辐射场、辐射功率角分布和总辐射功率为

𝐸 =
ሷറ𝑝 × Ƹ𝑟 × Ƹ𝑟

4𝜋𝜀0𝑐
2𝑟

,
𝑑𝑃

𝑑Ω
=

ሷറ𝑝 × Ƹ𝑟
2

16𝜋2𝜀0𝑐
3 , 𝑃 =

ሷറ𝑝 × Ƹ𝑟
2

6𝜋𝜀0𝑐
3

ቐ

𝑀 = σ𝑚𝑛

𝑋𝐶 = Τσ𝑚𝑛 റ𝑥𝑛 𝑀
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考察两个带电粒子构成的体系，设粒子的速度远小于光速。

整体匀速运动并不引起辐射，故只需研究粒子的相对运动。

体系的电偶极矩

以质心作为原点

𝑚1, 𝑒1𝑚2, 𝑒2 𝜇 =
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2

约化
质量∗ റ𝑥1റ𝑥2 𝐶

റ𝑝 = 𝑒1 റ𝑥1 + 𝑒2 റ𝑥2 = 𝜇
𝑒1
𝑚1

−
𝑒2
𝑚2

റ𝑥

⟹ 𝑃 =
ሷറ𝑝
2

6𝜋𝜀0𝑐
3 =

𝑒1
𝑚1

−
𝑒2
𝑚2

2
𝜇2 ሷറ𝑥

2

6𝜋𝜀0𝑐
3

റ𝑥1 − റ𝑥2 ≜ റ𝑥, 𝑚1 റ𝑥1 +𝑚2 റ𝑥2 = 0

⟹ റ𝑥1 ≜ +
𝜇

𝑚1
റ𝑥, റ𝑥2 ≜ −

𝜇

𝑚2
റ𝑥

റ𝑥
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相对运动

𝑚1
ሷറ𝑥1 =

𝑒1𝑒2
4𝜋𝜀0𝑟

3 റ𝑥 = ∓
𝛼

𝑟2
Ƹ𝑟, where 𝛼 =

𝑒1𝑒2
4𝜋𝜀0

⟹ 𝜇 ሷറ𝑥 = ∓
𝛼

𝑟2
Ƹ𝑟

质心系中，粒子 𝑒1 的运动方程为（其中 റ𝑥1 = Τ𝜇 റ𝑥 𝑚1）

 采用平面极坐标，相对运动的轨道方程为

ℰ =
1

2
𝜇𝑣2 ∓

𝛼

𝑟
, 𝐿 = 𝜇𝑟2 ሶ𝜃

 其中相对运动的能量和角动量分别为

𝑟 𝜃 =
𝑟0

𝜖 cos 𝜃 ± 1
, where 𝑟0 =

𝐿2

𝜇𝛼
, 𝜖 = 1 +

2ℰ𝐿2

𝜇𝛼2

吸引力：负号

排斥力：正号

⟹ 𝑃 =
𝛼2

6𝜋𝜀0𝑐
3𝑟4

𝑒1
𝑚1

−
𝑒2
𝑚2

2

12

辐射损失

𝑊 = න
𝑡1

𝑡2

𝑃𝑑𝑡 =
𝛼2

6𝜋𝜀0𝑐
3

𝑒1
𝑚1

−
𝑒2
𝑚2

2

න
𝑡1

𝑡2 𝑑𝑡

𝑟4

在时间 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2 内，体系由于辐射损失的能量为

⟹ 𝑊 =
𝜇𝛼2

6𝜋𝜀0𝑐
3𝐿

𝑒1
𝑚1

−
𝑒2
𝑚2

2

න
𝜃1

𝜃2 𝑑𝜃

𝑟2

𝑑𝜃

ሶ𝜃
=
𝜇𝑟2𝑑𝜃

𝐿

න
𝜃1

𝜃2

𝜖 cos𝜃 ± 1 2𝑑𝜃

其中

⟹ 𝑊 =
𝜇3𝛼4

6𝜋𝜀0𝑐
3𝐿5

𝑒1
𝑚1

−
𝑒2
𝑚2

2

𝑔

𝑟 𝜃 =
𝑟0

𝜖 cos𝜃 ± 1
, where 𝑟0 =

𝐿2

𝜇𝛼
, 𝜖 = 1 +

2ℰ𝐿2

𝜇𝛼2

𝑔 = 𝜃 ± 2𝜖 sin 𝜃 +
1

2
𝜖2 𝜃 + sin 𝜃 cos 𝜃

𝜃1

𝜃2
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椭圆运动（ℰ < 𝟎）时的辐射损失

两粒子在库仑吸引力下相对作椭圆运动时，运动一周的时间内

𝑔 = 𝜃 + 2𝜖 sin 𝜃 +
1

2
𝜖2 𝜃 + sin 𝜃 cos 𝜃

0

2𝜋

= 𝜋 2 + 𝜖2

𝜇3𝛼4

6𝜀0𝑐
3𝐿5

1 − Τ𝑏2 𝑎2

𝑊 =
𝜇𝛼3𝑎5

6𝜀0𝑐
3𝑏5

𝑒1
𝑚1

−
𝑒2
𝑚2

2

3 −
𝑏2

𝑎2

𝑊 =
𝑊

𝑇
=

𝛼2𝑎

12𝜋𝜀0𝑐
3𝑏5

𝑒1
𝑚1

−
𝑒2
𝑚2

2

3 −
𝑏2

𝑎2

椭圆运动的半通径 Τ𝐿2 𝜇𝛼 = Τ𝑏2 𝑎、周期 𝑇 = 2𝜋 Τ𝜇𝑎3 𝛼，故

3 −
2 ℰ 𝐿2

𝜇𝛼2

2𝜇 Τ5 2𝛼3 ℰ Τ3 2

6𝜋𝜀0𝑐
3𝐿5

14

𝜖2 = 1+
2ℰ𝐿2

𝜇𝛼2
= 1 +

𝑏𝜇𝑣0
2

𝛼

2

𝜖2 = 1+ tan2 𝜃0 = 1 + cot2
𝜒

2

⟹
cot

𝜒

2
=
𝑏𝜇𝑣0

2

𝛼
=
𝑣0𝐿

𝛼

𝜖 sin
𝜒

2
= 1

cos𝜃0 = − Τ1 𝜖 , 𝜒 = 2𝜃0 − 𝜋 cos𝜃0 = Τ1 𝜖 , 𝜒 = 𝜋 − 2𝜃0

𝜃0 𝜃0
𝜒

𝑏
𝜇

𝑣0

𝜃0
𝜃0 𝜒𝑏

𝜇
𝑣0

双曲运动（ℰ > 𝟎）时的辐射损失

𝑊 =
𝜇3𝑣0

5

12𝜋𝜀0𝑐3𝛼

𝑒1
𝑚1

−
𝑒2
𝑚2

2

tan3
𝜒

2
𝜋 ± 𝜒 1 + 3 tan2

𝜒

2
± 6 tan

𝜒

2

𝑔 = ⋯ −𝜃0

+𝜃0

𝑔 = ⋯ −𝜃0

+𝜃0

15

§5 介质常数的洛伦兹模型
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 介质中的（宏观）总电荷密度和（宏观）总电流密度分别为

 静电学中，束缚电荷和非束缚电荷的行为有着本质的区别。

 电介质中的“自由电荷”被假定为不能在其中自由移动。

 电动力学中，若电磁场以非零频率随时间振荡，则束缚电荷

和非束缚电荷都会发生振荡，二者在行为上并无本质区别。

 束缚电荷最多只能移动有限距离，而非束缚电荷则会持续移动，

直到被物体表面阻挡（就像在导体中一样）。

 “自由电荷”和“传导电流”这样的术语，在静电学和电动力

学中的用法略有不同，下面澄清其含义。

𝜌 = 𝜌𝑓 − 𝛻 ⋅ 𝑃, റ𝐽 = റ𝐽𝑓 + 𝜕𝑡𝑃 + 𝛻 ×𝑀

 电荷、电流分布与电磁场的关系符合真空中的麦克斯韦方程。
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处理电荷、电流的两种等价描述

 描述一：将非束缚电荷视为自由电荷。

 描述二：将非束缚电荷与束缚电荷同等对待。

 非束缚电荷对 𝜌和 റ𝐽的贡献直接计为 𝜌𝑓 和 റ𝐽𝑓。

 𝜌𝑓 和 റ𝐽𝑓 对 𝑃和𝑀没有任何贡献。

 非束缚电荷对 𝜌𝑓 或 റ𝐽𝑓 没有贡献，即 𝜌𝑓 = 0 = റ𝐽𝑓。

 非束缚电荷通过−𝛻 ⋅ 𝑃对 𝜌贡献，通过 Τ𝜕𝑃 𝜕𝑡对 റ𝐽贡献。

𝜌 = −𝛻 ⋅ 𝑃, റ𝐽 = 𝛻 ×𝑀 + 𝜕𝑡𝑃

𝜌′ = −𝛻 ⋅ 𝑃, റ𝐽′ = 𝛻 ×𝑀 + 𝜕𝑡𝑃

18

 对于振荡电荷，这两种描述是等价的。

൞
𝛻 ⋅ 𝐷 = 𝜀0𝛻 ⋅ 𝐸 + 𝛻 ⋅ 𝑃

𝛻 × 𝐻 = ൗ𝛻 × 𝐵 𝜇0 − 𝛻 ×𝑀

റ𝐽 + 𝜀0𝜕𝑡𝐸

⟹ ൞
𝛻 ⋅ 𝐷 = 0

𝛻 × 𝐻 = 𝜕𝑡𝐷
റ𝐽 − 𝜕𝑡𝑃

 两种描述下的总源 𝜌和 റ𝐽以及场 𝐸 和 𝐵是相同的，且均满足

൞
𝛻 ⋅ 𝐸 =

𝜌

𝜀0
, 𝛻 × 𝐸 = −𝜕𝑡𝐵

𝛻 ⋅ 𝐵 = 0, 𝛻 × 𝐵 = 𝜇0 റ𝐽 + 𝜀0𝜕𝑡𝐸

 两种描述中辅助矢量𝐷和 𝐻满足的方程相同。第二种描述下

= 𝜌𝑓

= റ𝐽𝑓 + 𝜕𝑡𝐷

𝜌 −𝜌

 两种描述中辅助矢量𝐷和 𝐻的定义相同、但其数值不同

𝐷 = 𝜀0𝐸 + 𝑃, 𝐻 = ൗ𝐵 𝜇0 −𝑀
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 在下面的简单介质模型中，我们采用第二种描述，即将所有

电荷都放在同一基础上处理，并认为它们都不是自由电荷。

 在此观点下，由于 𝜌𝑓 = 0 = റ𝐽𝑓，因而麦克斯韦方程写为

 许多文献中采用第一种描述，将非束缚电荷电流视为自由的。

 这在低频情况下尤为方便。因为此情形下：

束缚电荷会产生（几乎）实的介电常数，

而非束缚电荷会产生（几乎）实的电导率。

൞
𝛻 ⋅ 𝐷 = 0, 𝛻 × 𝐸 = −𝜕𝑡𝐵

𝛻 ⋅ 𝐵 = 0, 𝛻 × 𝐻 = 𝜕𝑡𝐷

 对于均匀介质中的时谐场，独立方程为

𝛻 × 𝐸 = +𝑖𝜔𝐵, 𝛻 × 𝐻 = −𝑖𝜔𝐷

20

 取 𝜌𝑓 = റ𝐽𝑓 = 0，但容许非束缚电荷在介质中自由移动。

 利用极化强度 𝑷，在同等地位上描述束缚、非束缚电荷。

 忽略磁化效应（𝑀 = 0），因而 𝜇 𝜔 = 𝜇0。

 忽略固有电矩及核的运动。

 视不同的电子彼此独立地在宏观场中运动。

 假设每个电子都是电荷为 −𝑒、质量为 𝑚𝑒 的非相对论点粒子。

 由此，介质的所有宏观电磁效应都由介电常数 Τ𝜺 𝝎 𝜺𝟎 决定。

 运动过程中，电子还受到弹性恢复力和摩擦阻尼力作用。

 运动过程中，电子受到宏观电场的作用，并忽略磁力。

 视极化完全由电子运动所致。

21

1. 电子的运动与相对介电常数

𝑚𝑒
ሷറ𝑥 + 𝛾𝑚𝑒

ሶറ𝑥 + 𝑚𝑒𝜔0
2 റ𝑥 = −𝑒𝐸 𝑡, റ𝑥

 取弹性势能的极小值点为原点，电子的运动方程为

 这一模型可定性描述绝缘介质、等离子体及导电介质的行为。

 绝缘介质：所有电子都受到束缚，从而取𝜔0
2 > 0。

 等离子体：所有电子都不受束缚，从而取𝜔0
2 = 0。

 导电介质：考察不与原子结合的电子，取 𝜔0
2 = 0。

 由电子的运动方程可确定场源分布演化。

 将等效介电常量代入麦克斯韦方程即可确定场的行为。

 弹性恢复力描述原点处的原子对电子的作用。

 阻尼力描述碰撞和辐射效应。

 由此可给出电极化强度，进而获得等效介电常量。

（其中 𝐸为总电场）

𝛾很小
常可忽略

ቑ须保留 𝛾

22

电极化强度与极化率

 方程对时间做傅里叶变换，得到

𝑚𝑒 −𝜔
2 − 𝑖𝜔𝛾 + 𝜔0

2 റ𝑥 = −𝑒𝐸0 റ𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑡

 对所有电子求和即得电极化强度（设分子数密度为𝑁）

𝑃 = 𝑁 റ𝑝 = 𝜒𝜀0𝐸, where 𝜒 𝜔 =
𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒

1

𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝜔𝛾

⟹ റ𝑝 = −𝑒 റ𝑥 =
𝑒2

𝑚𝑒

𝐸

𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝜔𝛾

 不同电子可能处在不同束缚态中，电极化率的更有趣的写法是

𝜒 𝜔 =
𝑒2

𝜀0𝑚𝑒
෍

𝑗

𝑁𝑗

𝜔𝑗
2 −𝜔2 − 𝑖𝜔𝛾𝑗

𝑁𝑗、𝜔𝑗 以及 𝛾𝑗 分别为处于

第 𝑗 束缚态的电子的数密度、

固有频率和阻尼系数

相当于在方程中令

൞
റ𝑥 𝑡 = റ𝑥0𝑒

−𝑖𝜔𝑡

𝐸 𝑡, റ𝑥 = 𝐸0 റ𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑡

此 റ𝑥 𝑡 即是时谐场

作用下的受迫振动解

电极化率

23

 由于在我们的描述下 റ𝐽𝑓 = 0，且假设𝑀 = 0，因而

റ𝐽 =
𝜕𝑃

𝜕𝑡
= −𝑖𝜔𝑃 = −𝑖𝜔𝜀0𝜒𝐸

റ𝐽 = 𝜎𝐸, where 𝜎 𝜔 = −𝑖𝜔𝜀0𝜒 𝜔

 在洛伦兹模型中，相对介电常数由下式给出

𝜀𝑟 𝜔 ≜ 1+ 𝜒 𝜔 = 1 +
𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒

1

𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝜔𝛾

 可见，റ𝐽和 𝐸之间满足线性关系（其中 𝜎 为电导率）：

 由此，相对介电常量可用电导率 𝜎表示为

相对介电常数和电导率

𝜀𝑟 𝜔 = 1+ 𝑖
𝜎 𝜔

𝜀0𝜔

24

ቐ
𝛻 × 𝐸 = +𝑖𝜔 𝐵

𝛻 × 𝐻 = −𝑖𝜔 𝐷

2. 麦克斯韦方程

在洛伦兹模型中，由于 𝜌𝑓 = 0 = റ𝐽𝑓，因而均匀介质中时谐电磁

场满足的独立方程有

𝛻2𝐸 + 𝑘2𝐸 = 0, 𝑘 = 𝜔 𝜇0𝜀

方程解耦，可知电场满足亥姆霍兹方程

𝜇0 𝐻 +𝑀 = 𝜇0𝐻

𝜀0𝐸 + 𝑃 = 𝜀0 1 + 𝜒 𝐸 = 𝜀0𝜀𝑟𝐸 = 𝜀𝐸

定义复折射率

⟹ 𝑘 =
𝜔

𝑐
𝑛 =

𝑛0𝜔

𝑐
+ 𝑖

𝑛1𝜔

𝑐
𝑛 = 𝜀𝑟 = 𝑛0 + 𝑖𝑛1

𝛽 𝛼
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 考察亥姆霍兹方程的单色平面波解

折射率实部和虚部的物理含义

 复折射率 𝑛 = 𝜀𝑟 的实部 𝑛0 和虚部 𝑛1满足方程

𝑛0
2 − 𝑛1

2 = Re𝜀𝑟 = 1+
𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒

𝜔0
2 −𝜔2

𝜔0
2 −𝜔2 2 +𝜔2𝛾2

2𝑛0𝑛1 = Im𝜀𝑟 =
𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒

𝜔𝛾

𝜔0
2 −𝜔2 2 +𝜔2𝛾2

𝐸 = 𝐸0𝑒
𝑖 𝑘𝑧−𝜔𝑡 , 𝑘 = 𝛽 + 𝑖𝛼 =

𝜔

𝑐
𝑛0 + 𝑖𝑛1

 𝒏𝟎 𝝎 引起色散，𝒏𝟏 𝝎 导致吸收。

 𝒏𝟎 和 𝒏𝟏 均与 𝝎 有关。

26

3. 绝缘介质

对绝缘介质，所有电子都束

缚于原子，取 𝜔0
2 > 0；且

实际情形为小阻尼 𝛾 ≪ 𝜔0。

 𝜔0 称为共振频率。

 𝜒 𝜔0 很大、且为虚数。

 共振频率附近电磁波被强烈吸收。

 𝜔 ⟶ 0 时，回到熟悉的

电介质的静电行为：

𝑛1

𝜔𝜔0
0

Im𝜒

0
强吸收

𝜀𝑟 = 1 + 𝜒 ⟶ 1+
𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒𝜔0
2

𝜎 = −𝑖𝜔𝜀0𝜒 ⟶ 0

𝜒 =
𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒

𝜔0
2 −𝜔2 + 𝑖𝜔𝛾

𝜔0
2 −𝜔2 2 +𝜔2𝛾2

𝑛0
2 − 𝑛1

2 = 1+ Re𝜒 , 2𝑛0𝑛1 = Im𝜒

27

 远离共振频率时，

𝜀𝑟 𝜔 几乎是实的，

且随 𝜔缓慢变化。

 共振频率附近，

𝜀𝑟 𝜔 随 𝜔快速变化。

 𝜀𝑟 𝜔 的实部随 𝜔递增。

𝜔

𝑛0

1

𝜔0
0

0

Re𝜒

反常
色散正常

色散

正常
色散

 𝜀𝑟 𝜔 的实部随 𝜔递降。

𝜒 =
𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒

𝜔0
2 −𝜔2 + 𝑖𝜔𝛾

𝜔0
2 −𝜔2 2 +𝜔2𝛾2

𝑛0
2 − 𝑛1

2 = 1+ Re𝜒 , 2𝑛0𝑛1 = Im𝜒

 折射率的实部随频率递增，

称之为正常色散。

 折射率的实部随频率递降，

称之为反常色散。

28

4. 等离子或导电介质

为了使模型适用于等离子体或导电介质，令𝜔0 = 0。

 介电常数和电导率分别为

 对于等离子体，𝑁表示电子数密度。

 对于导电介质，𝑁表示没有束缚于原子的电子数密度。

𝜀𝑟 𝜔 = 1 −
1

𝜀0

Τ𝑁𝑒2 𝑚𝑒

𝜔2 + 𝑖𝜔𝛾

𝜎 𝜔 = 𝑖𝜔
Τ𝑁𝑒2 𝑚𝑒

𝜔2 + 𝑖𝜔𝛾

𝜀𝑟 𝜔 = 1+
𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒

1

𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝜔𝛾

, 𝜎 𝜔 = −𝑖𝜔𝜀0𝜒 𝜔

29

低频极限

当 𝜔 ≪ 𝛾时，相比于 𝑖𝜔𝛾，𝜔2项可忽略。因而

 𝜎是实的且不依赖于𝜔。

这正是欧姆定律。此情形下的模型与德鲁德模型相对应。

റ𝐽 𝑡, റ𝑥 = 𝜎𝐸 𝑡, റ𝑥 , where 𝜎 = 𝜎 0

 如果所研究的现象只涉及低频行为，那么就得到

𝜀𝑟 𝜔 ≈ 1 + 𝑖
𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒𝜔𝛾
= 1 + 𝑖

𝜎

𝜀0𝜔

𝜎 𝜔 ≈
𝑁𝑒2

𝑚𝑒𝛾

𝜀𝑟 𝜔 = 1−
1

𝜀0

Τ𝑁𝑒2 𝑚𝑒

𝜔2 + 𝑖𝜔𝛾
, 𝜎 𝜔 = −𝑖𝜔𝜀0𝜒 𝜔

30

 若进一步假设频率足够低，以至于 𝜀0𝜔 ≪ 𝜎时，则

 对于频率为 𝜔、波矢量为 𝑘 = 𝑘 Ƹ𝑧的单色平面波，波数为

𝑘 =
𝜔𝑛

𝑐
= 1 + 𝑖

𝜔𝜎

2𝑐2𝜀0
= 1 + 𝑖

𝜇0𝜔𝜎

2

 因此，对于这样的平面波解，电磁场量 𝜓（= റ𝐴、𝐸 或 𝐵

的分量）的振幅随着深度指数衰减，穿透深度为

⟹ 𝑛 𝜔 = 𝜀𝑟 𝜔 ≈
1 + 𝑖

2

𝜎

𝜀0𝜔
𝜀𝑟 𝜔 ≈ 𝑖

𝜎

𝜀0𝜔

𝛿 =
2

𝜇0𝜔𝜎
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高频极限

𝜀𝑟 ≈ 1−
𝜔𝑝
2

𝜔2 , 𝜎 ≈ 𝑖𝜀0
𝜔𝑝
2

𝜔2

其中，𝜔𝑝称为等离子体频率 𝜔𝑝
2 ≜

𝑁𝑒2

𝜀0𝑚𝑒

 当 𝜔 ≫ 𝛾且 𝜔 > 𝜔𝑝时，𝜀𝑟 𝜔 > 0，因而 𝑛 𝜔 是实的。

 由于 𝑛 𝜔 < 1，故相速度 𝑣𝑝 > 𝑐；与群速度满足 𝑣𝑝𝑣𝑔 = 𝑐2。

𝜀𝑟 𝜔 = 1−
1

𝜀0

Τ𝑁𝑒2 𝑚𝑒

𝜔2 + 𝑖𝜔𝛾
, 𝜎 𝜔 = −𝑖𝜔𝜀0𝜒 𝜔

当 𝜔 ≫ 𝛾时，可忽略 𝛾项，因而

 平面波可无衰减地在等离子体或导电介质中传播。

 𝜎 𝜔 是纯虚数意味着电流和电场有 Τ𝜋 2的相位差

റ𝐽 = 𝜎𝐸~𝑖𝐸 ⟹ 𝑝 =
1

2
Re 𝐸 ⋅ റ𝐽∗ = 0 无能量耗散

32

频率低于𝝎𝒑 的波不能在等离子体中传播。

 当 𝜔 ≫ 𝛾且 𝜔 < 𝜔𝑝时，𝜀𝑟 𝜔 < 0，𝑛 𝜔 是纯虚的。

 频率为 𝜔的平面波解在等离子体中纯指数衰减

 若等离子体有一个平面边界，则平面电磁波由真空入射

到边界上，穿透等离子体中的有效深度为 Τ𝑐 𝜔𝑝
2 − 𝜔2。

33

§6 介质对电磁波的散射

34

当电磁波入射到样品上时，若样品产生的场不能由平面界面反

射和折射的菲涅尔理论描述，则称电磁波在样品上发生了散射。

 此类问题中，入射波波长与样品边界曲率半径相比并非小量。

 与散射相关的物理和导出菲涅耳方程的物理是相同的。

 微观：入射电磁波⟹介质中带电粒子运动⟹产生推迟场

 宏观：介质中带电粒子运动⟹电流（散射场的源）

实际电流密度应保证总场满足介质表面的边值关系。

介质中所有粒子产生的场的总和称为“散射场” 。

 在透明介质中，电子吸收入射电磁波的能量，向各个方向发

出次波，也称为散射。例如地球大气对阳光的散射。

35

微分散射截面定义为

微分散射截面

 物理含义：单位时间内在给定方向 ො𝒓 的单位立体角出射的

能量与单位时间入射到单位横面积上的能量之比。

其中 റ𝑆和 റ𝑆′分别是入射平面波与散射波的能流密度。

𝑑𝜎

𝑑Ω
≜
𝑟2 Ƹ𝑟 ⋅ റ𝑆′

റ𝑆

෠𝑘′ = Ƹ𝑟

෠𝑘

𝐸0

𝜃

⟹
𝑑𝜎

𝑑Ω
=

Τ𝑑 𝑃 𝑑Ω

𝐼

 定义入射波强度

𝐼 = റ𝑆

36

总散射截面

微分散射截面对立体角积分，就给出了总散射截面

𝜎 =ඵ
𝑑𝜎

𝑑Ω
𝑑Ω

 物理含义：单位时间入射到横截面积 𝝈 上的能量，等于单位

时间所出射的能量。

෠𝑘

𝐸0

 总截面反应的是物体或

带电粒子电磁相互作用

的有效尺度。
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电子对电磁波的散射和吸收
 外来电磁波（入射波、原波）投射到电子（自由电子或束缚

的谐振电子）上时，电子会在电磁波的作用下做强迫振动，

从而不断地辐射电磁波（次波）。

 由于次波是向各个方向发射的，其能量又来源于原来的波。

故总的结果可以归结为：入射波被电子散射到各个方向去。

 在谐振电子情况下，当入射波频率与电子的固有频率相等时

 问题：散射强度随角度的分布以及它对频率的依赖关系。

 电子由于共振而强烈地吸收入射波，若非次波的能量损耗（或

其他能量损耗）的限制作用，振子的振幅将趋于无穷。

 因此这个过程被称为振子对电磁波的吸收和再发射。

 散射和吸收都属于外来电磁波与电子相互作用的过程。

 这个过程称为电子对电磁波的散射。

38

下面考察非相对论自由电子（𝑣 ≪ 𝑐）对电磁波的散射。

 忽略磁场对电子的作用

 电子运动尺度≪波长：

 设入射波是线偏振的单色平面波：

൞
𝐸 = 𝐸0𝑒

𝑖 𝑘⋅ റ𝑥−𝜔𝑡

𝑐𝐵 = ෠𝑘 × 𝐸
⟹ 𝐼 = 𝑆 = 𝜀0𝑐

2 𝐸 × 𝐵 =
1

2
𝜀0𝑐𝐸0

2

 电子的辐射功率可采用电偶极辐射公式或拉莫公式计算。

 电磁波作用在电子上的电力≫磁力：

 视电磁波的电场为均匀场

𝑙~𝑣𝑇 ≪ 𝑐𝑇 = 𝜆

𝐹𝑚
𝐹𝑒
~
𝑣𝐵

𝐸
~
𝑣

𝑐
≪ 1

39

电子的运动方程可近似写为

𝑚𝑒
ሷറ𝑥 = −𝑒𝐸0𝑒

−𝑖𝜔𝑡 +
2𝑒𝑠

2

3𝑐3
ሶറ𝑎

对于受迫振动解 റ𝑥 = റ𝑥0𝑒
−𝑖𝜔𝑡，由于

𝑚𝑒
ሷറ𝑥 + 𝛾𝑚𝑒

ሶറ𝑥 = −𝑒𝐸0𝑒
−𝑖𝜔𝑡

这样电子的运动方程也就写为了

自由电子的运动方程

辐射阻尼力 റ𝐹𝑅

റ𝑎 = ሷറ𝑥 = −𝜔2 റ𝑥 ⟹ റ𝐹𝑅 = −
2𝑒𝑠

2𝜔2

3𝑐3
ሶറ𝑥 = −𝛾𝑚𝑒

ሶറ𝑥

𝛾 ≜
2𝑒𝑠

2𝜔2

3𝑚𝑒𝑐
3 =

4𝜋

3
⋅
𝑟𝑒
𝜆
⋅ 𝜔

利用波长 𝜆 = Τ2𝜋𝑐 𝜔及电子经典半径 𝑟𝑒 = Τ𝑒𝑠
2 𝑚𝑒𝑐

2，阻尼系数

40

将形如 റ𝑥 = റ𝑥0𝑒
−𝑖𝜔𝑡 的受迫振动解代入方程，即得

⟹ റ𝑥0 =
𝑒𝐸0

𝑚𝑒𝜔 𝜔 + 𝑖𝛾

在自由电子情况下，一直到X射线波段（10−8~10−13m）都有

𝛾

𝜔
=
4𝜋

3
⋅
𝑟𝑒
𝜆
≪ 1

因而，分母中的 𝑖𝛾项（即辐射阻尼效应）常可忽略。因此

റ𝑥 =
𝑒𝐸0
𝑚𝑒𝜔

2 𝑒
−𝑖𝜔𝑡

受迫振动解

⟹ ሷറ𝑝 = −𝑒 ሷറ𝑥 =
𝑒2𝐸0
𝑚𝑒

𝑒−𝑖𝜔𝑡

−𝜔2 + 𝑖𝜔𝛾 𝑚𝑒 റ𝑥0 = −𝑒𝐸0

41

在非相对论情形，振荡电子的辐射主要来自电偶极辐射。

𝑑 𝑃

𝑑Ω
=

ሷറ𝑝
2

32𝜋2𝜀0𝑐
3 sin

2 𝛼 =
𝑒4𝐸0

2

32𝜋2𝜀0𝑚𝑒
2𝑐3

sin2 𝛼

辐射功率

=
𝑒2

4𝜋𝜀0𝑚𝑒𝑐
2

2
1

2
𝜀0𝑐𝐸0

2 sin2 𝛼

⟹
𝑑 𝑃

𝑑Ω
= 𝐼𝑟𝑒

2 sin2 𝛼

⟹ 𝑃 =
ሷറ𝑝
2

12𝜋𝜀0𝑐
3 =

8𝜋

3
𝐼𝑟𝑒

2

𝐵0

𝑘 Ƹ𝑟

𝐸0

𝛼

设 𝛼为辐射方向与 𝐸0 的夹角，则平均辐射功率为

42

自由电子的散射截面

利用辐射功率表达式，我们就得到了微分散射截面

而总散射截面则为

𝑑𝜎

𝑑Ω
≜

Τ𝑑 𝑃 𝑑Ω

𝐼
⟹

𝑑𝜎

𝑑Ω
= 𝑟𝑒

2 sin2 𝛼

这就是非相对论自由电子散射的汤姆逊公式。

𝜎 ≜
𝑃

𝐼
⟹ 𝜎 =

8𝜋

3
𝑟𝑒
2

电子经典半径是电子电磁相互作用的有效尺度。



2025/6/13

8

43

对自然光的散射

 通常，入射波（如自然光）是非偏振的，即 𝐸0 在垂直于 𝑘

的平面内无规取向，因而𝜙在 0,2𝜋 范围内等概率取值。

⟹ sin2 𝛼 = 1 − sin2 𝜃 cos2𝜙

𝑑𝜎

𝑑Ω
=
1

2
𝑟𝑒
2 1 + cos2 𝜃 , 𝜎 =

8𝜋

3
𝑟𝑒
2

 𝜃称为散射角。

 𝜃和 𝜙是以入射波传播方向作为极轴的球面角。

 对自然光，计算时应对𝜙取平均。由此给出

cos 𝛼 = Ƹ𝑟 ⋅ ෠𝐸0 = sin 𝜃 cos𝜙

⟹ sin2 𝛼 =
1

2𝜋
න
0

2𝜋

sin2 𝛼 𝑑𝜙 = 1 −
1

2
sin2 𝜃 =

1

2
1 + cos2 𝜃

𝐵0

𝑘
Ƹ𝑟

𝐸0

𝜃
𝛼

𝜙

44

 对硬 X 射线或 𝛾射线，汤姆逊散射⟹康普顿散射（量子）

 散射波强度（或散射截面）与入射频率无关。

𝜆′ − 𝜆 = 𝜆𝐶 1 − cos𝜃 , 𝜆𝐶 ≜
ℎ

𝑚𝑒𝑐
≈ 2.43 × 10−12 m

 散射波强度（或散射截面）角分布前后对称。

 当 ℏ𝜔 ≪ 𝑚𝑒𝑐
2、即 𝜆 ≫ 𝜆𝐶 时，经典理论适用。

 散射波频率或波长与方向有关

 散射波强度失去前后对称性（后方强度变弱）

汤姆逊散射的特点

 散射波频率与入射波相同。

 平行方向（𝜃 = 0, 𝜋）最强，

垂直方向（𝜃 = Τ𝜋 2）最弱。

𝑘 Ƹ𝑟

𝜃

45

 中性气体，只考虑原子或分子内束缚电子的运动。

 电子受到原子或分子内部的约束力用简谐力模拟。

 不同电子的空间位置和周期运动的初始相位随机分布，可在处理单

个电子运动的基础上，将它们发出的散射波的功率进行简单叠加。

基本假定

 设入射波是线偏振的单色平面波。

 非相对论近似

 电磁波作用在电子上的电力 ≫ 磁力，磁场的作用可忽略。

 电子运动长度≪波长，可视电磁波的电场为均匀场。

 电子的辐射功率可采用电偶极辐射公式计算。

46

束缚电子的运动方程及受迫振动解

 电子的运动方程为（𝜔0 为振子的固有频率，或称本征频率 ）

𝑚𝑒
ሷറ𝑥 + 𝛾𝑚𝑒

ሶറ𝑥 + 𝑚𝑒𝜔0
2 റ𝑥 = −𝑒𝐸0𝑒

−𝑖𝜔𝑡

റ𝑥 = −
𝑒

𝑚𝑒

𝐸0𝑒
−𝑖𝜔𝑡

𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝜔𝛾

tan 𝛿 =
𝜔𝛾

𝜔0
2 −𝜔2

其中 𝛿称为散射相移

 受迫振动解为

=
𝑒

𝑚𝑒

𝐸0𝑒
−𝑖 𝜔𝑡−𝛿

𝜔2 −𝜔0
2 2 +𝜔2𝛾2

𝛿

𝜔𝜔00

𝜋

𝜋

2

47

⟹
𝑑 𝑃

𝑑Ω
= 𝐼𝑟𝑒

2 sin2 𝛼
𝜔4

𝜔2 −𝜔0
2 2 +𝜔2𝛾2

ሷറ𝑝 = −
𝑒2𝐸0
𝑚𝑒

𝜔2𝑒−𝑖 𝜔𝑡−𝛿

𝜔2 −𝜔0
2 2 +𝜔2𝛾2

束缚电子的散射截面

⟹ 𝑃 =
8𝜋𝐼𝑟𝑒

2

3

𝜔4

𝜔2 −𝜔0
2 2 +𝜔2𝛾2

⟹ 𝜎 =
8𝜋𝑟𝑒

2

3

𝜔4

𝜔2 −𝜔0
2 2 +𝜔2𝛾2

𝜎

𝜔𝜔00

ሷറ𝑝 = −𝑒 ሷറ𝑥

𝑑 𝑃

𝑑Ω
=

ሷറ𝑝
2

32𝜋2𝜀0𝑐
3
sin2 𝛼

汤姆逊散射截面 𝜎𝑇
48

𝜎 =
8𝜋𝑟𝑒

2

3

𝜔4

𝜔2 −𝜔0
2 2 +𝜔2𝛾2

= 𝜎𝑇
𝜔4

𝜔2 −𝜔0
2 2 +𝜔2𝛾2

⟹ 𝜎 ≈ 𝜎𝑇 Τ𝜔 𝜔0
4

⟹ 𝜎 ≈ 𝜎𝑇

⟹ 𝜎 = 𝜎𝑇 Τ𝜔0 𝛾 2 = Τ𝜎𝑇 𝜔0𝜏
2 ≫ 𝜎𝑇

 低频散射：𝜔 ≪ 𝜔0

 共振散射：𝜔 ~ 𝜔0

瑞利散射截面

汤姆逊散射截面

束缚电子散射的特点

 散射波频率与入射波频率一致，散射截面与入射频率有关。

 高频散射：𝜔 ≫ 𝜔0

 天空呈蔚蓝色：地球大气对蓝光散射强

 夕阳呈橙红色：地球大气对红光吸收弱

 一般 𝜔0𝜏 ≪ 1，散射极强，称为共振散射（最终导致吸收）。

 此时辐射阻尼（或其它阻尼）起着关键作用，不能忽略。
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 经典电动力学中的典型困难举例

 光的粒子性与带电粒子的波动性均不显著的电磁过程

ℏ𝜔 ≪ 𝑚𝑐2, 𝜆 =
ℎ

𝑝
≪ 𝑙

 发散困难、自加速和预加速困难

 经典电动力学的适用范围

 原子模型与辐射矛盾

 康普顿散射光频率变化、光电效应、黑体辐射

 光子能量远小于带电粒子的能量，带电粒子的德布罗意波

长远小于粒子运动的尺度
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