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§3 导体对电磁波的影响

2

𝛻 ⋅ 𝐷 = 𝜌𝑓

𝛻 ⋅ 𝐵 = 0

𝛻 × 𝐸 = 𝜕𝑡𝐵,

𝛻 × 𝐻 = റ𝐽𝑓 + 𝜕𝑡𝐷,

导体中的电磁场方程

റ𝐽𝑓 = 𝜎𝐸

 在均匀导体内，有

𝜕𝜌𝑓
𝜕𝑡

= −𝛻 ⋅ റ𝐽𝑓 = −𝜎𝛻 ⋅ 𝐸 = −
𝜎

𝜀0
𝛻 ⋅ 𝐷 = −

𝜎

𝜀0
𝜌𝑓

 均匀导体内部的自由电荷随时间按指数趋于零。

⟹ 𝜌𝑓 𝑡, റ𝑥 = 𝜌𝑓 0, റ𝑥 𝑒− Τ𝑡 𝜏, 𝜏 ≜ Τ𝜀0 𝜎~10−17 s

 𝒇 ≪ 𝟏𝟎𝟏𝟕 𝐇𝐳 𝝀 ≫ 𝟑 𝐧𝐦 ：良导体内部不存在净自由电荷。

【导体中极化、磁化现象可略（除铁磁体）】

3

利用欧姆定律，定态情况下导体中的麦克斯韦方程写为

𝛻 ⋅ 𝐷 = 𝜌𝑓

𝛻 ⋅ 𝐵 = 0

𝛻 × 𝐸 = +𝑖𝜔𝐵

𝛻 × 𝐻 = 𝜎𝐸 − 𝑖𝜔𝐷

 导体界面处，场方程写为边值关系。独立的边值关系有三个：

⟶冗余。

ො𝑛 × 𝐸2 − 𝐸1 = 0

ො𝑛 × 𝐻2 −𝐻1 = 0

ො𝑛 ⋅ 𝐷2 − 𝐷1 = 𝜎𝑓

ො𝑛 ⋅ 𝐵2 − 𝐵1 = 0

⟶可用于场的求解。

⟶可用于场的求解。

⟶可用于得到面电荷。

⟶冗余。

⟶在均匀导体内冗余。
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在均匀导体内，时谐场满足的基本方程写为

𝛻 × 𝐸 = +𝑖𝜔𝜇𝐻, 𝛻 × 𝐻 = 𝜎𝐸 − 𝑖𝜔𝜀𝐸

ǁ𝜀 ≜ 𝜀 + 𝑖
𝜎

𝜔

则均匀导体内，时谐场满足的基本方程可以写为

导体的等效复介电常数

定义复介电常数：

𝛻 × 𝐸 = +𝑖𝜔𝜇𝐻, 𝛻 × 𝐻 = −𝑖𝜔 ǁ𝜀𝐸

 导体可视为具有复介电常数的介质。

 导体中的传导电流和位移电流：

⟹
𝐽𝑓
𝐽𝐷
~
𝜎

𝜔𝜀
റ𝐽𝑓 = 𝜎𝐸, റ𝐽𝐷 = 𝜕𝑡𝐷 = −𝑖𝜔𝜀𝐸

 定态情形下，自由电荷与极化电荷作用相当。

5

不良导体与良导体

 不良导体：
𝜎

𝜔𝜀
≪ 1

 物理含义：导体中的位移电流≫传导电流。

 此情形出现于𝜎很小，或𝜎虽较大，但𝜔相当高的时候。

 良导体：
𝜎

𝜔𝜀
≫ 1

 物理含义：导体中的传导电流≫位移电流。

 金属导体总是属于此情形：频率达到1017 Hz时，𝐽𝐷才与𝐽𝑓

同一量级，而如此高的频率下，量子效应和介质的原子性

都很显著，宏观的经典理论已不适用。

6

亥姆霍兹方程

⟹

𝛻2𝐸 + 𝑘2𝐸 = 0

𝛻 ⋅ 𝐸 = 0

𝐻 = −
𝑖

𝜔𝜇
𝛻 × 𝐸

൞
𝛻 × 𝐸 = +𝑖𝜔𝜇𝐻

𝛻 × 𝐻 = −𝑖𝜔 ǁ𝜀𝐸

定态情形下，均匀介质中的电磁场方程：

其中：

𝑘2 = 𝜔2𝜇 ǁ𝜀 = 𝜔2𝜇𝜀 + 𝑖𝜔𝜇𝜎
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单色平面波的一般形式为：

𝐸 𝑡, റ𝑥 = 𝐸0𝑒
𝑖 𝑘⋅ റ𝑥−𝜔𝑡

𝛻2𝐸 + 𝑘2𝐸 = 0

𝛻 ⋅ 𝐸 = 0

𝐻 = −
𝑖

𝜔𝜇
𝛻 × 𝐸

⟹ 𝑘 ⋅ 𝑘 = 𝑘2 = 𝜔2𝜇 ǁ𝜀

⟹ 𝑘 ⋅ 𝐸 = 0

⟹ 𝐻 =
1

𝜔𝜇
𝑘 × 𝐸

作为导体中传播的电磁波，要求其满足：

8

复波矢

导体中单色平面波的波矢𝒌必为复矢量：𝑘 = റ𝛽 + 𝑖 റ𝛼。从而

𝐸 𝑡, റ𝑥 = 𝐸0𝑒
−𝛼⋅ റ𝑥𝑒

𝑖 𝛽⋅ റ𝑥−𝜔𝑡

 𝜶为衰减方向：振幅沿着 റ𝛼方向衰减，穿透深度为

 𝜷沿为传播方向：等相位

面沿着 റ𝛽方向传播，相速

度与波长为

𝛿 ≜
1

𝛼

𝑣𝑝 =
𝜔

𝛽
, 𝜆 =

2𝜋

𝛽

റ𝛼 റ𝛽

9

复波矢的求解

复波矢的方程：

𝑘 ⋅ 𝑘 = 𝑘2 = 𝜔2𝜇 ǁ𝜀

⟹ 𝛽2 − 𝛼2 + 2𝑖 റ𝛼 ⋅ റ𝛽 = 𝜔2𝜇𝜀 + 𝑖𝜔𝜇𝜎

⟹ 𝛽2 − 𝛼2 = 𝜔2𝜇𝜀, റ𝛼 ⋅ റ𝛽 =
1

2
𝜔𝜇𝜎

 即便𝜺、 𝝁和𝝈皆与𝝎无关，导体中的波也会有色散效应。

 加上边值关系对波矢的限制，可以确定 റ𝛼和 റ𝛽。

 𝜶和𝜷可能平行，但绝不可能相互垂直。
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无散条件

无散条件给出

 电场一般不再与传播方向 റ𝛽垂直。

【注】除非电场沿着 റ𝛼 × റ𝛽方向线偏振。

 𝐸0一般也是复矢量：𝐸0 = 𝐸0
′ + 𝑖𝐸0

″，故可将无散条件写为

【注】当𝐸0
′和𝐸0

″的方向不同时，电场的振动为椭圆偏振。

𝑘 ⋅ 𝐸0 = 0 ⟺ റ𝛽 ⋅ 𝐸0 + 𝑖 റ𝛼 ⋅ 𝐸0 = 0

𝑘 ⋅ 𝐸0 = 0 ⟺ റ𝛽 ⋅ 𝐸0
′ − റ𝛼 ⋅ 𝐸0

″ = 0, റ𝛼 ⋅ 𝐸0
′ + റ𝛽 ⋅ 𝐸0

″ = 0

11

由 Faraday 定律可得：

单色平面波的磁场

 由于𝑘是复矢量，导体中𝑬和𝑯不再同相。

 导体中的单色平面波通常并非TEM（除非 റ𝛼 ∥ റ𝛽）。

𝐻 =
𝑘 × 𝐸

𝜔𝜇
=

റ𝛽 + 𝑖 റ𝛼 × 𝐸

𝜔𝜇

设 റ𝛼 × റ𝛽 ≠ 0。若𝐸与传播方向 റ𝛽垂直，则𝐸 ∥ റ𝛼 × റ𝛽，由此可得

റ𝛽 ⋅ 𝐻 ∝ റ𝛽 ⋅ 𝑘 × 𝐸 ∝ റ𝛽 ⋅ റ𝛼 × 𝐸 = റ𝛽 × റ𝛼 ⋅ 𝐸 ≠ 0

这样𝐻就不可能与 റ𝛽垂直。

12

设两介质界面为无限大平面。

入射波（真空内）：

反射波（真空内）：

折射波（导体内）：

𝐸1 = 𝐸01𝑒
𝑖 𝑘0⋅ റ𝑥−𝜔𝑡

𝐸1
′ = 𝐸01

′ 𝑒𝑖 𝑘0
′ ⋅ റ𝑥−𝜔𝑡

𝐸2 = 𝐸02𝑒
𝑖 𝑘⋅ റ𝑥−𝜔𝑡 = 𝐸02𝑒

−𝛼⋅ റ𝑥𝑒
𝑖 𝛽⋅ റ𝑥−𝜔𝑡

 入射面：入射波矢与法向所张平面（设为𝑥𝑧平面⟹ 𝑘0𝑦 = 0）

 用以确定反射波和折射波性质的方程只能是边值关系：

𝐸1 + 𝐸1
′
𝑥,𝑦

= 𝐸2 𝑥,𝑦
, 𝐻1 +𝐻1

′
𝑥,𝑦

= 𝐻2 𝑥,𝑦

𝑘0 𝑘0
′

റ𝛽
𝜃2

𝜃1 𝜃1
′

𝑥

𝑧

𝜇0, 𝜀0, 𝜎

𝜇0, 𝜀0
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1. 边值关系对波矢的限制

由导体表面处的边值关系可得

 𝛽𝑧和𝛼𝑧可由复波矢的方程确定，由此可得折射定律：

 反射波矢、折射波矢与入射波矢共面（入射平面）。

 第二式给出： 𝑘0𝑦
′ = 𝑘𝑦 = 𝛽𝑦 = 𝛼𝑦 = 0

𝑘0𝑥 = 𝑘0𝑥
′ = 𝑘𝑥 ≜ 𝛽𝑥 + 𝑖𝛼𝑥, 𝑘0𝑦 = 𝑘0𝑦

′ = 𝑘𝑦 ≜ 𝛽𝑦 + 𝑖𝛼𝑦

 第一式给出反射定律𝜃1
′ = 𝜃1以及

tan𝜃2 =
𝛽𝑥
𝛽𝑧

=
𝑘0 sin 𝜃1

𝛽𝑧

𝛽𝑥 = 𝑘0 sin 𝜃1 , 𝛼𝑥 = 0

 导体中的折射波总沿着法向衰减，等振幅面与表面平行。

14

由于 റ𝛼 = 𝛼 Ƹ𝑧、 റ𝛽 = 𝛽𝑥 ො𝑥 + 𝛽𝑧 Ƹ𝑧和𝛽𝑥 = 𝑘0 sin 𝜃1，折射波矢的方程

𝛼 ≈ 𝛽𝑧 ≈
𝜔𝜇0𝜎

2

 良导体中波矢实部和虚部几乎相同，电磁波的相速度≪ 𝒄。

⟹ tan𝜃2 =
𝛽𝑥
𝛽𝑧

≈
2𝜔𝜀0
𝜎

sin 𝜃1 ≪ 1

 良导体近似下，折射波几乎沿着法向传播。

折射波的波矢

良导体近似（ Τ𝜎 𝜔𝜀0 ≫ 1）下，其解为

𝛽2 − 𝛼2 = 𝜔2𝜇0𝜀0, റ𝛼 ⋅ റ𝛽 =
1

2
𝜔𝜇0𝜎

⟹ 𝛽𝑧
2 − 𝛼2 = 𝜔2𝜇0𝜀0 cos

2 𝜃1 , 𝛼𝛽𝑧 =
1

2
𝜔𝜇0𝜎

15

റ𝛼 റ𝛽

正入射（𝜽𝟏 = 𝟎）时折射波沿着法向传播，并沿着法向衰减。
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趋肤效应

 趋肤效应：穿透深度极小，仅存在于导体表层。

铜

频率 波长 穿透深度

50 Hz 6000 km 9 mm

100 MHz 3 m 7 μm

1010 Hz 3 cm 0.7 μm

良导体近似下，穿透深度为

𝛿 ≜
1

𝛼
≈

2

𝜔𝜇0𝜎

 频率越高，穿透深度越小。

17

能量的返流

简单起见，考察正入射（𝜃1 = 0 = 𝜃2）情形。在良导体近似下

𝛼 ≈ 𝛽 ≈
𝜔𝜇0𝜎

2
⟹ 𝑘 = 𝛽 + 𝑖𝛼 Ƹ𝑧 ≈ 𝜔𝜇0𝜎𝑒

Τ𝑖𝜋 4 Ƹ𝑧

𝐸2 ≈ 𝐸02𝑒
−𝛼𝑧𝑒𝑖 𝛼𝑧−𝜔𝑡 , 𝐻2 =

𝑘 × 𝐸2
𝜔𝜇0

≈
𝜎

𝜔𝜇0
𝑒 Τ𝑖𝜋 4 Ƹ𝑧 × 𝐸2

因此，

 𝐸2, 𝐻2, Ƹ𝑧构成右手正交系。但是𝐻2与𝐸2之间有一相位差 Τ𝜋 4。

 一个周期内，有时能流𝑺与ො𝒛反向：波总是沿着ො𝒛方向向前传播，

而能流却有时向前、有时向后，后一情况称为能量的返流。

18

𝐸2𝑥 𝐻2𝑦

𝑆2𝑧

𝑡0

Re𝐻2 =
𝜎

𝜔𝜇0
𝐸02𝑒

−𝛼𝑧 cos 𝛼𝑧 −𝜔𝑡 +
𝜋

4
ො𝑦

Re𝐸2 = 𝐸02𝑒
−𝛼𝑧 cos 𝛼𝑧 − 𝜔𝑡 ො𝑥

റ𝑆2 =
𝜎

𝜔𝜇0
𝐸02
2 𝑒−2𝛼𝑧 cos 𝛼𝑧 − 𝜔𝑡 cos 𝛼𝑧 − 𝜔𝑡 +

𝜋

4
Ƹ𝑧
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良导体中磁能为主

仍然考察正入射（𝜃1 = 0 = 𝜃2）情形。在良导体近似下

𝐸2 ≈ 𝐸02𝑒
−𝛼𝑧𝑒𝑖 𝛼𝑧−𝜔𝑡 , 𝐻2 =

𝑘 × 𝐸2
𝜔𝜇0

≈
𝜎

𝜔𝜇0
𝑒 Τ𝑖𝜋 4 Ƹ𝑧 × 𝐸2

磁能密度比为

1

2
𝜇0 𝐻2

2
≈

𝜎

2𝜔
𝐸2

2
=

𝜎

𝜔𝜀0

1

2
𝜀0 𝐸2

2
≫
1

2
𝜀0 𝐸2

2

良导体中，电磁波以磁场能量为主。

𝑤𝑚
𝑤𝑒

~
𝐽𝑓
𝐽𝐷
~

𝜎

𝜔𝜀0
≫ 1

20

2. 边值关系对振幅的限制

简单起见，考察正入射（𝜃1 = 0 = 𝜃2）。并设入射波的电场沿

着𝑦轴方向线偏振。则有（其中𝑘 = 𝛽 + 𝑖𝛼，𝑍0 = Τ𝜇0 𝜀0）

𝐸1 = 𝐸01𝑒
𝑖 𝑘0𝑧−𝜔𝑡 ො𝑦,

𝐸1
′ = 𝐸01

′ 𝑒−𝑖 𝑘0𝑧+𝜔𝑡 ො𝑦,

𝐸2 = 𝐸02𝑒
𝑖 𝑘𝑧−𝜔𝑡 ො𝑦,

𝐻1 = − Τ𝑘0𝐸01 𝜔𝜇0 𝑒𝑖 𝑘0𝑧−𝜔𝑡 ො𝑥

𝐻1
′ = + Τ𝑘0𝐸01

′ 𝜔𝜇0 𝐸01
′ 𝑒−𝑖 𝑘0𝑧+𝜔𝑡 ො𝑥

𝐻2 = − Τ𝑘𝐸02 𝜔𝜇0 𝐸02𝑒
𝑖 𝑘𝑧−𝜔𝑡 ො𝑥

利用边值关系，有

𝐸01 + 𝐸01
′ = 𝐸02 𝑘0 𝐸01 − 𝐸01

′ = 𝑘𝐸02

⟹ 𝑟 ≜
𝐸01
′

𝐸01
=
𝑘0 − 𝑘

𝑘0 + 𝑘
, 𝑡 ≜

𝐸02
𝐸01

=
2𝑘0
𝑘0 + 𝑘

21

良导体也是良反射体

在良导体近似下

𝑘 ≈ 𝛼 1 + 𝑖 =
1 + 𝑖

𝛿
⟹ 𝑟 =

𝑘0 − 𝑘

𝑘0 + 𝑘
≈
𝑘0𝛿 − 1 − 𝑖

𝑘0𝛿 + 1 + 𝑖

其中

𝑘0𝛿 ≈ 𝜔 𝜇0𝜀0 ⋅
2

𝜔𝜇0𝜎
=

2𝜔𝜀0
𝜎

≪ 1

因而反射系数为

𝑅 = 𝑟 2 ≈
𝑘0𝛿 − 1 2 + 1

𝑘0𝛿 + 1 2 + 1

良导体也是良反射体。

≈
1 − 𝑘0𝛿

1 + 𝑘0𝛿
≈ 1 − 2𝑘0𝛿 ≈ 1
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良导体近似下，即使是正入射，𝑅 ≈ 1。以铅为例，在波长短

至3 mm时，𝑅与1仍只相差0.11%；波长较长时，𝑅还更大些。

理想导体也是理想反射体

对于理想导体， 𝑅 = 1。

 理想导体中的电磁场衰减虽极快（𝛼 = ∞），

但并无能量损耗，全部能量都被反射回去。

23

良导体的表面电阻

𝐸2 = 𝐸02𝑒
−𝛼𝑧𝑒𝑖 𝛼𝑧−𝜔𝑡 ො𝑦, 𝐻2 = −

𝜎

2𝜔𝜇0
𝐸02𝑒

Τ𝑖𝜋 4𝑒−𝛼𝑧𝑒𝑖 𝛼𝑧−𝜔𝑡 ො𝑥

 导体中的电流

റ𝐽𝑓 = 𝜎𝐸2 = 𝜎𝐸02𝑒
−𝛼𝑧𝑒𝑖 𝛼𝑧−𝜔𝑡 ො𝑦

 等效面电流

𝐾𝑓

𝑧

𝐾𝑓 ≜ න
0

∞

റ𝐽𝑓𝑑𝑧 =
𝜎𝐸02𝑒

−𝑖𝜔𝑡

𝛼 1 − 𝑖
ො𝑦

⟹ 𝐾𝑓 = 𝐾0𝑒
Τ𝑖𝜋 4𝑒−𝑖𝜔𝑡 ො𝑦, 𝐾0 =

𝜎𝐸02

2𝛼

24

 平均焦耳功率密度为

𝑝 =
1

2
Re 𝐸2 ⋅ റ𝐽𝑓

∗ =
1

2
𝜎𝐸02

2 𝑒−2𝛼𝑧

 单位面积上的平均焦耳功率

𝑑 𝑃

𝑑𝐴
≜ න

0

∞

𝑝 𝑑𝑧 =
𝜎𝐸02

2

4𝛼
=

𝛼

2𝜎

𝜎𝐸02

2𝛼

2

≜
1

2
𝐾0
2𝑅𝑆

导体（单位面积）的表面电阻

𝑅𝑆 ≜
𝛼

𝜎

𝑅 =
𝑏

𝜎𝑎𝛿
=
𝛼𝑏

𝜎𝑎
=
𝑏

𝑎
𝑅𝑆 𝐼0 = 𝐾0𝑎

𝑎

𝑏

𝛿

⟹ 𝑃 =
𝑑 𝑃

𝑑𝐴
𝑎𝑏 =

1

2
𝐼0
2𝑅
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25

§4 谐振腔与波导管

26

定态情况下，电磁场的方程为

 存在理想导体时，理想导体的表面自动成为了电磁场的边界。

设理想导体之外区域为均匀介质，并设介质中𝜌𝑓 = 0 = റ𝐽𝑓。

𝛻 ⋅ 𝐷 = 𝜌𝑓

𝛻 ⋅ 𝐵 = 0

𝛻 × 𝐸 = +𝑖𝜔𝐵

𝛻 ×𝐻 = റ𝐽𝑓 − 𝑖𝜔𝐷

 此情形下自由电荷和传导电流只是以面电荷和面电流的形式分

布于理想导体表面。

 场方程在理想导体表面表现为边界条件。

ො𝑛 × 𝐸2 − 𝐸1 = 0

ො𝑛 × 𝐻2 −𝐻1 = 𝐾𝑓

ො𝑛 ⋅ 𝐷2 − 𝐷1 = 𝜎𝑓

ො𝑛 ⋅ 𝐵2 − 𝐵1 = 0

⟹

27

 在介质内部，时谐场的方程写为了

𝛻 ⋅ 𝐷 = 0

𝛻 ⋅ 𝐵 = 0

𝛻 × 𝐸 = +𝑖𝜔𝐵

𝛻 × 𝐻 = −𝑖𝜔𝐷

 在理想导体表面，场方程写为边界条件：

ො𝑛 × 𝐸 = 0

ො𝑛 × 𝐻 = 𝐾𝑓

ො𝑛 ⋅ 𝐷 = 𝜎𝑓

ො𝑛 ⋅ 𝐵 = 0

⟶用于场的求解

⟶用于得到面电流

⟶用于得到面电荷

⟶冗余。

⟶冗余

⟶冗余

（电场垂直于理想导体表面）

（磁场平行于理想导体表面）

ො𝑛

理想导体

𝐸

𝐻
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28

理想导体边界的定态场方程

对真空（或均匀介质），用于求解电场的定态场方程为

 理想导体边界条件对电场的限制

 其他物理量的获取

𝛻2𝐸 + 𝑘2𝐸 = 0, 𝛻 ⋅ 𝐸 = 0, 𝑘 = 𝜔 𝜇𝜀

ቚ𝐸𝜏
𝑆
= 0

ቤ
𝜕𝐸𝑛
𝜕𝑛

𝑆

= 0

⟶电场的切向分量为零

⟶平面边界电场法向分量的法向导数为零

𝐻 = −
𝑖

𝜔𝜇
𝛻 × 𝐸, 𝐵 = 𝜇𝐻, 𝐷 = 𝜀𝐸

⟹ 𝐾𝑓 = ቚො𝑛 × 𝐻
𝑆
, 𝜎𝑓 = ቚො𝑛 ⋅ 𝐷

𝑆
（ො𝑛指向导体外）

𝛻 ⋅ 𝐸 = 0

29

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑙1
𝑙2

𝑙3
𝑂

𝜔0 =
1

𝐿𝐶

30

分量变量解

直角坐标系下，电场任一分量𝑢 റ𝑥 均满足

𝛻2𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0, 𝑘2 = 𝜔2𝜇𝜀

分离变量：令𝑢 റ𝑥 = 𝑋1 𝑥1 𝑋2 𝑥2 𝑋3 𝑥3

𝛻2𝑢

𝑢
+ 𝑘2 =

1

𝑋1

𝑑2𝑋1

𝑑𝑥1
2 +

1

𝑋2

𝑑2𝑋2

𝑑𝑥2
2 +

1

𝑋3

𝑑2𝑋3

𝑑𝑥3
2 + 𝑘2 = 0

−𝑘1
2 −𝑘2

2 𝑘1
2 + 𝑘2

2 + 𝑘3
2 = 𝑘2−𝑘3

2

分离变量解（诸𝑎𝑖, 𝑏𝑖为常数）：

𝑢 റ𝑥 = 𝑎1 cos 𝑘1𝑥1 + 𝑏1 sin 𝑘1𝑥1
× 𝑎2 cos 𝑘2𝑥2 + 𝑏2 sin 𝑘2𝑥2
× 𝑎3 cos 𝑘3𝑥3 + 𝑏3 sin 𝑘3𝑥3
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31

矩形谐振腔的驻波解

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑙1
𝑙2

𝑙3

【注】𝒏𝟏, 𝒏𝟐, 𝒏𝟑为整数。

【思考】电场各分量的𝑛1, 𝑛2, 𝑛3为什么相等？

⟹ ቐ

𝑘1 = Τ𝑛1𝜋 𝑙1
𝑘2 = Τ𝑛2𝜋 𝑙2
𝑘3 = Τ𝑛3𝜋 𝑙3

⟹ ൞

𝐸1 റ𝑥 = 𝐴1 cos 𝑘1𝑥1 sin 𝑘2𝑥2 sin 𝑘3𝑥3
𝐸2 റ𝑥 = 𝐴2 sin 𝑘1𝑥1 cos 𝑘2𝑥2 sin 𝑘3𝑥3
𝐸3 റ𝑥 = 𝐴3 sin 𝑘1𝑥1 sin 𝑘2𝑥2 cos 𝑘3𝑥3

𝑥1 = 0: 𝜕1𝐸1 = 0, 𝐸2 = 0, 𝐸3 = 0

𝑥2 = 0: 𝐸1 = 0, 𝜕2𝐸2 = 0, 𝐸3 = 0

𝑥3 = 0: 𝐸1 = 0, 𝐸2 = 0, 𝜕3𝐸3 = 0

𝑥2 = 𝑙2: 𝐸1 = 0, 𝜕2𝐸2 = 0, 𝐸3 = 0

𝑥3 = 𝑙3: 𝐸1 = 0, 𝐸2 = 0, 𝜕3𝐸3 = 0

𝑥1 = 𝑙1: 𝜕1𝐸1 = 0, 𝐸2 = 0, 𝐸3 = 0

32

矩形谐振腔的波模性质

൞

𝐸1 റ𝑥 = 𝐴1 cos 𝑘1𝑥1 sin 𝑘2𝑥2 sin 𝑘3𝑥3
𝐸2 റ𝑥 = 𝐴2 sin 𝑘1𝑥1 cos 𝑘2𝑥2 sin 𝑘3𝑥3
𝐸3 റ𝑥 = 𝐴3 sin 𝑘1𝑥1 sin 𝑘2𝑥2 cos 𝑘3𝑥3

𝑘1 =
𝑛1𝜋

𝑙1
, 𝑘2 =

𝑛2𝜋

𝑙2
, 𝑘3 =

𝑛3𝜋

𝑙3
, 𝑘1

2 + 𝑘2
2 + 𝑘3

2 = 𝜔2𝜇𝜀

 电场各分量的𝒏𝟏, 𝒏𝟐, 𝒏𝟑必须相等（𝛻 ⋅ 𝐸 = 0）

 每一组 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 表示一种本征模。本征值： 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 。

 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3中，至多只有一个为零（否则为零解）。

 对每一组 𝒏𝟏, 𝒏𝟐, 𝒏𝟑 ，有两种独立的偏振模（称为子波模）

𝑘1𝐴1 + 𝑘2𝐴2 + 𝑘3𝐴3 = 0

 𝑛1 = 0, 𝑛2 = 0或𝑛3 = 0模式除外。

33

矩形谐振腔的本征频率

对应每一组特定的 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 ，谐振腔的本征频率为

𝜔𝑛1𝑛2𝑛3 =
𝜋

𝜇𝜀

𝑛1
𝑙1

2

+
𝑛2
𝑙2

2

+
𝑛3
𝑙3

2

 本征频率只能取一系列分离的值，其数值由腔的尺寸决定。

 对特定的谐振腔，存在下截止频率𝑓min。设𝑙1, 𝑙2 ≥ 𝑙3，则

𝑓min =
𝜔110

2𝜋
=

1

2 𝜇𝜀
Τ1 𝑙1

2 + Τ1 𝑙2
2

相应的最大波长与谐振腔的尺度相当：

𝜆max =
𝑣

𝑓min
=

1

𝑓min 𝜇𝜀
=

2

Τ1 𝑙1
2 + Τ1 𝑙2

2
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34

（1）空间限制导致驻波、频率分立。

（2）本征模式是可能存在的模式，是否存在依赖于外激发条件。

（3）电磁场的一般状态是各种本征模式的叠加。

【思考】请给出本征模的磁场以及面电荷、面电流分布。

35

将矩形谐振腔某方向 𝑥3 开放，则在该方向上没有限制，电磁

能量可以传播。沿𝑥3轴正方向传播的行波解可写为：

𝐸1 റ𝑥 = 𝐴1 cos 𝑘1𝑥1 sin 𝑘2𝑥2 𝑒
𝑖𝑘3𝑥3

𝐸2 റ𝑥 = 𝐴2 sin 𝑘1𝑥1 cos 𝑘2𝑥2 𝑒
𝑖𝑘3𝑥3

𝐸3 റ𝑥 = 𝐴3 sin 𝑘1𝑥1 sin 𝑘2𝑥2 𝑒
𝑖𝑘3𝑥3

𝑥1

𝑥2

𝑥3
𝑎 > 𝑏

𝑏

𝑘1 =
𝑚𝜋

𝑎
, 𝑘2 =

𝑛𝜋

𝑏

𝑘1𝐴1 + 𝑘2𝐴2 − 𝑖𝑘3𝐴3 = 0

𝑘1
2 + 𝑘2

2 + 𝑘3
2 = 𝜔2𝜇𝜀

 𝑚, 𝑛为整数，且至多一个为零。

 诸𝐴𝑖可为复数，即电场个分量之

间可以有相位差。

36

矩形波导中波模的截止频率

 每一组 𝑚, 𝑛 表示一种本征模，相应的 𝑘1, 𝑘2 称为本征值。

 波导中频率𝝎可连续变化（𝑘3连续）。

 对特定波模，存在最小可传播的频率：截止频率（𝑘3 = 0）：

𝜔𝑚𝑛 ≜
𝑘1
2 + 𝑘2

2

𝜇𝜀
=

𝜋

𝜇𝜀

𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2

 特定波导存在最小可传播的频率：下截止频率。

𝜔min = 𝜔10 =
𝜋

𝑎 𝜇𝜀

⟹ 𝜆max =
2𝜋

𝜔min 𝜇𝜀
= 2𝑎
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37

半波长大于波导长边的电磁波不能在其中传播

𝑎

𝑏

38

矩形波导中的色散关系

设波导内为真空。对于 𝑚, 𝑛 波模，行波解的频率

𝜔 = 𝑐 𝑘1
2 + 𝑘2

2 + 𝑘3
2 = 𝜔𝑚𝑛

2 + 𝑘3
2𝑐2

 相速度：

 群速度：

𝑣𝑝 =
𝜔

𝑘3

𝑣𝑔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑘3

 由于行波解要求𝜔 > 𝜔𝑚𝑛，所以总有

𝑣𝑝𝑣𝑔 = 𝑐2, 𝑣𝑝 > 𝑐, 𝑣𝑔 < 𝑐

=
𝜔𝑐

𝜔2 −𝜔𝑚𝑛
2

=
𝑐

1 − Τ𝜔𝑚𝑛
2 𝜔2

=
𝑘3𝑐

2

𝜔𝑚𝑛
2 + 𝑘3

2𝑐2
=

𝑐2

Τ𝜔 𝑘3
=
𝑐2

𝑣𝑝

39

𝜔10

𝜔𝑚𝑛

𝑘3𝑐

𝜔

0
45°
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40

横电模与横磁模

 波导中存在两种独立的基本偏振模式

 TE（横电）模：电场垂直于传播方向 𝐸3 = 0, 𝐻3 ≠ 0

 TM（横磁）模：磁场垂直于传播方向 𝐻3 = 0, 𝐸3 ≠ 0

 TE模和TM模的特点（𝑘1𝐴1 + 𝑘2𝐴2 − 𝑖𝑘3𝐴3 = 0）：

 TE模（𝒌𝟏, 𝒌𝟐可有一个为零）：

 TM模（ 𝒌𝟏, 𝒌𝟐皆不为零）：

𝑘2𝐴2 = −𝑘1𝐴1, 𝐴3 = 0

𝐴2 =
𝑘2
𝑘1
𝐴1, 𝐴3 = −𝑖

𝑘1
2 + 𝑘2

2

𝑘1𝑘3
𝐴1

在 𝑨𝟏, 𝑨𝟐, 𝑨𝟑 空

间，两矢量正交

41

波导中不能有横电磁波

若𝐻3 = 0，则必有𝑘1𝐴2 = 𝑘2𝐴1 1 。而若同时𝐸3 = 0，又有

𝐴3 = 0, 𝑘1𝑘2 ≠ 0

𝑘1 = 0, 𝑘2 ≠ 0

𝑘2 = 0, 𝑘1 ≠ 0

𝛻⋅𝐸=0
𝑘1𝐴1 = −𝑘2𝐴2

⟹ 𝐴1 = 0 ⟵ 1 , 𝐸2 = 0

𝐸1 = 𝐴1 cos 𝑘1𝑥1 sin 𝑘2𝑥2 𝑒
𝑖𝑘3𝑥3

𝐸2 = 𝐴2 sin 𝑘1𝑥1 cos 𝑘2𝑥2 𝑒
𝑖𝑘3𝑥3

𝐸3 = 𝐴3 sin 𝑘1𝑥1 sin 𝑘2𝑥2 𝑒
𝑖𝑘3𝑥3

横电磁波意味着零解。

𝐻3 = −
𝑖

𝜔𝜇
𝜕1𝐸2 − 𝜕2𝐸1

= −
𝑖

𝜔𝜇
𝑘1𝐴2 − 𝑘2𝐴1

× cos 𝑘1𝑥1 cos 𝑘2𝑥2 𝑒
𝑖𝑘3𝑥3

1
𝐴1 = 𝐴2 = 0

⟹ 𝐴2 = 0 ⟵ 1 , 𝐸1 = 0

42

波导中的一般波

一般情况下，波导中传送的波，是临界波长大于所传送波长的

各种基本波模的叠加，这些基本波模有：

 TE模：TE𝑚𝑛（TE10, TE01, TE20, TE02, TE11,⋯）

 TM模：TM𝑚𝑛（TM11, TM12, TM21, ⋯）
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43

𝐓𝐄𝟏𝟎模是波导中最基本的模式 𝑘1 = Τ𝜋 𝑎 , 𝑘2 = 0 ，称为主模。

主模

𝐸2 = 𝐸0 sin
𝜋𝑥1
𝑎

𝑒𝑖𝑘3𝑥3 , 𝐸1 = 𝐸3 = 0

𝐻3 = −
𝑖

𝜔𝜇

𝜕𝐸2
𝜕𝑥1

= 𝐻0 cos
𝜋𝑥1
𝑎

𝑒𝑖𝑘3𝑥3 , 𝐻0 ≜ −𝑖
𝜋𝐸0
𝜔𝜇𝑎

𝐻1 = +
𝑖

𝜔𝜇

𝜕𝐸2
𝜕𝑥3

= −𝑖
𝑘3𝑎

𝜋
𝐻0 sin

𝜋𝑥1
𝑎

𝑒𝑖𝑘3𝑥3

 具有最低的截止频率。

 电场与传播方向垂直（不存在𝐓𝐌𝟏𝟎模）。

𝐻2 = 0

44

45

主模的电荷与电流

ቚ𝐾𝑓
𝑥1=0

= −𝐻0𝑒
𝑖𝑘3𝑥3 ො𝑥2 = ቚ𝐾𝑓

𝑥1=𝑎

ቚ𝐾𝑓
𝑥2=0

= 𝐻0 cos
𝜋𝑥1
𝑎

ො𝑥1 + 𝑖
𝑘3𝑎

𝜋
sin

𝜋𝑥1
𝑎

ො𝑥3 𝑒𝑖𝑘3𝑥3 = − ቚ𝐾𝑓
𝑥2=𝑏

ቚ𝜎𝑓
𝑥2=0

= 𝜖𝐸0 sin
𝜋𝑥1
𝑎

𝑒𝑖𝑘3𝑥3 = − ቚ𝜎𝑓
𝑥2=𝑏

 窄边（𝑥1 = 0, 𝑎）无自由电荷分布。

 宽边（𝑥2 = 0, 𝑏）自由电荷周期性振动，各点振幅为

 窄边上无纵向电流（横向开缝影响小）

 宽边中线无横向电流（可开缝） 𝑥1

𝑥2
𝑎 > 𝑏

𝑏
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𝑎

𝑏

0

Τ𝜋 2

𝜋
Τ3𝜋 2

2𝜋

𝑘3𝑧

宽边中线
开缝影响小

窄边横向开缝影响小

𝐓𝐄𝟏𝟎模的电流

47

ො𝑛

Ƹ𝜏

ො𝑥3 纵向

横向
横向

 为了讨论方便，将坐标区分横向和纵向

റ𝑥 = റ𝑥⊥ + 𝑥3 ො𝑥3, റ𝑥⊥ = 𝑥1 ො𝑥1 + 𝑥2 ො𝑥2

由此，梯度算子也就可以写为

（切向）

（法向）
（切向）

𝛻 = 𝛻⊥ + ො𝑥3𝜕3, 𝛻⊥ = ො𝑥1𝜕1 + ො𝑥2𝜕2

48

沿𝑥3轴方向传播的行波解可写为：

𝛻 𝑓 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3 = 𝛻⊥ 𝑓 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3 + ො𝑥3𝜕3 𝑓 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3

⟹ 𝛻 𝑓 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3 = 𝛻⊥ + 𝑖𝑘3 ො𝑥3 𝑓 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3

波导中的行波解

൞

𝐸 റ𝑥 = 𝐸 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3 = 𝐸⊥ റ𝑥⊥ +𝐸3 റ𝑥⊥ ො𝑥3 𝑒
𝑖𝑘3𝑥3

𝐻 റ𝑥 = 𝐻 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3 = 𝐻⊥ റ𝑥⊥ +𝐻3 റ𝑥⊥ ො𝑥3 𝑒
𝑖𝑘3𝑥3

= 𝛻⊥ 𝑓 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3 + 𝑖𝑘3 ො𝑥3 𝑓 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3

𝛻 𝑓 റ𝑥⊥ 𝑒𝑖𝑘3𝑥3 ⟶ 𝛻⊥ + 𝑖𝑘3 ො𝑥3 𝑓 റ𝑥⊥

略去𝑒𝑖𝑘3𝑥3后，行波解求梯度可转化为对振幅的作用
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独立方程

采用如下两个定态场方程讨论波导中行波解的性质

𝛻⊥ + 𝑖𝑘3 ො𝑥3 × 𝐸⊥ +𝐸3 ො𝑥3 = +𝑖𝜔𝜇 𝐻⊥ +𝐻3 ො𝑥3

𝛻 × 𝐸 = +𝑖𝜔𝜇𝐻, 𝛻 × 𝐻 = −𝑖𝜔𝜀𝐸

将行波解代入，略去𝑒𝑖𝑘3𝑥3后，第一个方程等价于

𝛻⊥ × 𝐸⊥ + 𝛻⊥𝐸3 × ො𝑥3 + 𝑖𝑘3 ො𝑥3 × 𝐸⊥ = 𝑖𝜔𝜇𝐻⊥ + 𝑖𝜔𝜇𝐻3 ො𝑥3

由此给出行波解的横向、纵向分量满足的方程

𝛻⊥ × 𝐸⊥ = +𝑖𝜔𝜇𝐻3 ො𝑥3, 𝑖𝑘3 ො𝑥3 × 𝐸⊥ − 𝑖𝜔𝜇𝐻⊥ = ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐸3

𝛻⊥ × 𝐻⊥ = −𝑖𝜔𝜀𝐸3 ො𝑥3, 𝑖𝑘3 ො𝑥3 × 𝐻⊥ + 𝑖𝜔𝜀𝐸⊥ = ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐻3

即有

50

𝛻⊥ × 𝐸⊥ = 0

𝑘3 ො𝑥3 × 𝐸⊥ = 𝜔𝜇𝐻⊥

𝛻⊥ × 𝐻⊥ = 0

𝑘3 ො𝑥3 × 𝐻⊥ = 𝑖𝜔𝜀𝐸⊥

波导中不容许有横电磁波（ TEM ）

如果𝐸3 = 0 = 𝐻3，则行波解方程写为

⟹ 𝛻⊥ ⋅ 𝐸⊥ = 0

⟹ 𝐸⊥ = −𝛻⊥𝜑 റ𝑥⊥

⟹ 𝛻⊥
2𝜑 റ𝑥⊥ = 0

𝐸⊥垂直于边界⟹ 𝜑 റ𝑥⊥ ∈ 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

波导中不存在电场和磁场均与传播方向垂直的行波。

⟹ 𝜑 റ𝑥⊥ ∈ Σ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝐶Σ

⟹ 𝐸⊥ = 0 ⟹ 𝐻⊥ = 0

51

波导中不存在TEM波

同轴线中可以有TEM波

𝛻⊥
2𝜑 = 0

𝜑 = 𝑐

𝛻⊥
2𝜑 = 0

𝜑 = 𝑐1

𝜑 = 𝑐2
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纵向分量不能为常数

TE模：𝐸3 = 0, 𝐻3 ≠ 0

TM模：𝐸3 ≠ 0, 𝐻3 = 0

0 = ර
𝐶

𝑑റ𝑙 ⋅ 𝐸⊥

TM模的𝑬𝟑不能为常数。

TE模的𝑯𝟑不能为常数。

0 = 𝑖𝜔𝜇𝐻3Σ

=ඵ
Σ

𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝑖𝜔𝜇𝐻3 ො𝑥3

若TE模的𝐻3为常数，则

⟹ 𝐻3 = 0

=ඵ
Σ

𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝛻⊥ × 𝐸⊥

（否则违背边界条件）

𝐶

Σ

𝐸

53

纵向分量决定横向分量

𝛾2 ≜ 𝜔2𝜇𝜀 − 𝑘3
2

TE模（𝐸3 = 0）

TM模（𝐻3 = 0）⟹ 𝐸⊥ =
𝑖𝑘3
𝛾2

𝛻⊥𝐸3, 𝐻⊥ = +
𝑖𝜔𝜀

𝛾2
ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐸3

⟹ 𝐻⊥ =
𝑖𝑘3
𝛾2

𝛻⊥𝐻3, 𝐸⊥ = −
𝑖𝜔𝜇

𝛾2
ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐻3

行波解的纵向分量决定了其横向分量。

⟹ ൞
𝛾2𝐸⊥ = 𝑖𝑘3𝛻⊥𝐸3 − 𝑖𝜔𝜇ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐻3

𝛾2𝐻⊥ = 𝑖𝑘3𝛻⊥𝐻3 + 𝑖𝜔𝜀ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐸3

𝑘3 ො𝑥3 ×①+𝜔𝜇 ×②

𝑘3 ො𝑥3 ×② +𝜔𝜀 ×①

൞
𝑖𝑘3 ො𝑥3 × 𝐸⊥ − 𝑖𝜔𝜇𝐻⊥ = ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐸3①

𝑖𝑘3 ො𝑥3 × 𝐻⊥ + 𝑖𝜔𝜀𝐸⊥ = ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐻3②

54

波导中行波解纵向分量的方程

 TM模：电场的纵向分量满足亥姆霍兹方程

𝐸⊥ =
𝑖𝑘3
𝛾2

𝛻⊥𝐸3, 𝐻 =
𝑖𝜔𝜀

𝛾2
ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐸3 = +

𝜔𝜀

𝑘3
ො𝑥3 × 𝐸⊥

𝐻⊥ =
𝑖𝑘3
𝛾2

𝛻⊥𝐻3, 𝐸 = −
𝑖𝜔𝜇

𝛾2
ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐻3 = −

𝜔𝜇

𝑘3
ො𝑥3 × 𝐻⊥

𝛻⊥
2 + 𝛾2 𝐸3 = 0

𝛻⊥
2 + 𝛾2 𝐻3 = 0

一旦确定了𝐸3， TM模解也就确定了：

 TE模：磁场的纵向分量满足亥姆霍兹方程

一旦确定了𝐻3， TE模解也就确定了：
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纵向分量的边界条件

理想导体边界条件为

ቚො𝑛 × 𝐸
𝑆
= 0

 TM模：电场的纵向分量满足边界条件

ቚ𝐸3
𝑆
= 0 （𝐸3为切向分量）

 TE模：磁场的纵向分量满足边界条件

ቤ
𝜕𝐻3
𝜕𝑛

𝑆

= 0

0 = ො𝑛 × 𝐸 ∝ ො𝑛 × ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐻3

𝐸

𝐻

𝑆

ො𝑛

= ො𝑛 ⋅ 𝛻⊥𝐻3 ො𝑥3 = Τ𝜕𝐻3 𝜕𝑛 ො𝑥3

𝐸 = − Τ𝑖𝜔𝜇 𝛾2 ො𝑥3 × 𝛻⊥𝐻3

56

波导问题求解总结

波导中传送的行波，一般是TE模和TM模的叠加。

 TM模求解的关键是确定电场的纵向分量

𝛻⊥
2 + 𝛾2 𝐸3 = 0, ቚ𝐸3

𝑆
= 0, 𝛾2 ≜ 𝜔2𝜇𝜀 − 𝑘3

2

⟹ 𝐸 =
𝑖𝑘3
𝛾2

𝛻⊥𝐸3 +𝐸3 ො𝑥3 𝑒𝑖 𝑘3𝑥3−𝜔𝑡 ⟹ 𝐻 = +
𝜔𝜀

𝑘3
ො𝑥3 × 𝐸

 TE模求解的关键是确定磁场的纵向分量

𝛻⊥
2 + 𝛾2 𝐻3 = 0, ቤ

𝜕𝐻3
𝜕𝑛

𝑆

= 0, 𝛾2 ≜ 𝜔2𝜇𝜀 − 𝑘3
2

⟹ 𝐻 =
𝑖𝑘3
𝛾2

𝛻⊥𝐻3 +𝐻3 ො𝑥3 𝑒𝑖 𝑘3𝑥3−𝜔𝑡 ⟹ 𝐸 = −
𝜔𝜇

𝑘3
ො𝑥3 × 𝐻

57

𝜸𝟐必然大于零

对TM模，设𝜓 റ𝑥⊥ = 𝐸3 റ𝑥⊥ ；对TE模，设𝜓 റ𝑥⊥ = 𝐻3 റ𝑥⊥ 。

𝛻⊥
2 + 𝛾2 𝜓 = 0, ቚ𝜓

𝑆
= 0 TM , ቤ

𝜕𝜓

𝜕𝑛
𝑆

= 0 TE

𝛾2න
𝑉

𝜓 2𝑑𝑉 = න
𝑉

𝜓∗𝛾2𝜓 𝑑𝑉

= −න
𝑉

𝛻⊥ ⋅ 𝜓
∗𝛻⊥𝜓 − 𝛻⊥𝜓

∗ ⋅ 𝛻⊥𝜓 𝑑𝑉

= −ර
𝜕𝑉

𝜓∗𝛻⊥𝜓 ⋅ 𝑑 റ𝜎 + න
𝑉

𝛻⊥𝜓
2𝑑𝑉

= +න
𝑆

𝜓∗
𝜕𝜓

𝜕𝑛
𝑑𝜎 +න

𝑉

𝛻⊥𝜓
2𝑑𝑉

−ො𝑛

ො𝑛2

𝑆

Σ1

Σ2

𝑉

ො𝑛1

= 0（边条） > 0 𝜓 ≠ 𝐶

= −න
𝑉

𝜓∗𝛻⊥
2𝜓 𝑑𝑉
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矩形波导管中的TM模

𝑥1

𝑥2

𝑎
𝑏

分离变量：令𝐸3 റ𝑥⊥ = 𝑋1 𝑥1 𝑋2 𝑥2

𝛻⊥
2𝐸3
𝐸3

+ 𝛾2 =
1

𝑋1

𝑑2𝑋1

𝑑𝑥1
2 +

1

𝑋2

𝑑2𝑋2

𝑑𝑥2
2 + 𝛾2 = 0

−𝑘1
2 −𝑘2

2 𝑘1
2 + 𝑘2

2 = 𝛾2 = 𝜔2𝜇𝜀 − 𝑘3
2

⟹ 𝐸3 = 𝑎1 cos 𝑘1𝑥1 + 𝑏1 sin 𝑘1𝑥1 𝑎2 cos 𝑘2𝑥2 + 𝑏2 sin 𝑘2𝑥2

边条：

𝒎,𝒏为整数，且二者皆不为零。

⟹ 𝐸3 = 𝐴sin 𝑘1𝑥1 sin 𝑘2𝑥2

⟹ 𝑘1 =
𝑚𝜋

𝑎
, 𝑘2 =

𝑛𝜋

𝑏

ቚ𝐸3
𝑥1=0

= 0 = ቚ𝐸3
𝑥2=0

ቚ𝐸3
𝑥1=𝑎

= 0 = ቚ𝐸3
𝑥2=𝑏

59

矩形波导管中的TE模

𝑥1

𝑥2

𝑎
𝑏

𝐻3的分离变量解为

𝑘1
2 + 𝑘2

2 = 𝛾2 = 𝜔2𝜇𝜀 − 𝑘3
2

𝐻3 = 𝑎1 cos 𝑘1𝑥1 + 𝑏1 sin 𝑘1𝑥1

边条：

𝒎,𝒏为整数，且至多一个为零。

⟹ 𝐻3 = 𝐴cos 𝑘1𝑥1 cos 𝑘2𝑥2

⟹ 𝑘1 =
𝑚𝜋

𝑎
, 𝑘2 =

𝑛𝜋

𝑏

ቤ
𝜕𝐻3
𝜕𝑥1 𝑥1=0

= 0 = ቤ
𝜕𝐻3
𝜕𝑥2 𝑥2=0

ቤ
𝜕𝐻3
𝜕𝑥1 𝑥1=𝑎

= 0 = ቤ
𝜕𝐻3
𝜕𝑥2 𝑥2=𝑏

× 𝑎2 cos 𝑘2𝑥2 + 𝑏2 sin 𝑘2𝑥2

60

TE10 TE20

TE11 TE21

TM11 TM21
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圆形波导管

 TM模

𝜕2

𝜕𝑠2
+
1

𝑠

𝜕

𝜕𝑠
+
1

𝑠2
𝜕2

𝜕𝜙2 + 𝛾2 𝐸3 = 0, ቚ𝐸3
𝑆
= 0

 TE模

𝜕2

𝜕𝑠2
+
1

𝑠

𝜕

𝜕𝑠
+
1

𝑠2
𝜕2

𝜕𝜙2 + 𝛾2 𝐸3 = 0, ቤ
𝜕𝐻3
𝜕𝑛

𝑆

= 0

采用柱坐标系

𝛻⊥
2 =

1

𝑠

𝜕

𝜕𝑠
𝑠
𝜕

𝜕𝑠
+
1

𝑠2
𝜕2

𝜕𝜙2 =
𝜕2

𝜕𝑠2
+
1

𝑠

𝜕

𝜕𝑠
+
1

𝑠2
𝜕2

𝜕𝜙2


