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§3  相对论点电荷的辐射

2

讨论相对论粒子的辐射时，将 റ𝛽 方向定义为极轴方向是方便的，

并不妨将 റ𝛽和 റ𝑎所张平面定义为是 𝑥𝑧平面，即

因此

从而，辐射功率的角分布写为了

റ𝛽 = 𝛽 Ƹ𝑧, റ𝑎 = 𝑎⊥ ො𝑥 + 𝑎∥ Ƹ𝑧

෡ℝ ⋅ 𝑛 = 1 − ෡ℝ ⋅ റ𝛽 = 1 − 𝛽 cos 𝜃

𝑑𝑃

𝑑Ω
=

𝑒𝑠
2

4𝜋𝑐3

෡ℝ× 𝑛 × റ𝑎
2

1 − 𝛽 cos 𝜃 5

ℝ
റ𝑎

𝜃

റ𝑣

𝑧

𝑥

𝑦

3

如果粒子加速度与速度（反）平行，即

因而

那么

这里定义了角度因子

റ𝑎 = റ𝑎∥ = 𝑎∥ Ƹ𝑧

෡ℝ× 𝑛 × റ𝑎∥ = ෡ℝ × ෡ℝ× റ𝑎∥ = 𝑎∥ sin 𝜃 ෠𝜃

𝑑𝑃∥
𝑑Ω

=
𝑒𝑠
2𝑎∥

2

4𝜋𝑐3
𝑔∥ 𝜃

𝑔∥ 𝜃 =
sin2 𝜃

1 − 𝛽 cos 𝜃 5

ℝ𝜃

റ𝑣 ∥ ± റ𝑎∥

റ𝑣
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 Τ𝑑𝑃∥ 𝑑Ω与 𝑎∥ 的平方成正比，而与其符号无关。

 运动的正前方（𝜃 = 0）和正后方（𝜃 = 𝜋）没有辐射。

 𝛽越大，辐射最强方向越向着 റ𝛽方向、即运动前方靠拢。

𝛽 = 0

𝛽 = 0.3

𝛽 = 0.6
റ𝑣 ∥ ± റ𝑎

𝜃max

𝑔∥

𝜃

0 𝜋Τ𝜋 2

𝛽 = 0
𝛽 = 0.3

𝛽 = 0.6

2

4

6

8

10

0

5

极大辐射方向

辐射最强方向的极角 𝜃max 为 𝑔∥ 𝜃 的极值点，由

在极端相对论情形， 𝛾 ≫ 1，因而

ቤ
𝑑𝑔∥ 𝜃

𝑑𝜃
𝜃=𝜃max

= อ
3𝛽 cos2 𝜃 + 2cos 𝜃 − 5𝛽

1 − 𝛽 cos 𝜃 6 sin 𝜃

𝜃=𝜃max

= 0

⟹ cos 𝜃max =
1+ 15𝛽2 − 1

3𝛽

=
4 1− Τ15 16 𝛾−2 − 1

3 1 − 𝛾−2

𝜃max

റ𝑣 ∥ ± റ𝑎

cos 𝜃max ≈ 1−
1

8𝛾2
⟹ 𝜃max =

1

2𝛾

6

න
0

𝜋

𝑔∥ 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃 = න
−1

1 1 − 𝑢2

1 − 𝛽𝑢 5 𝑑𝑢

辐射总功率

= න
−1

1

−
1

𝛽2
1

1 − 𝛽𝑢 3 +
2

𝛽2
1

1 − 𝛽𝑢 4 + 1−
1

𝛽2
1

1 − 𝛽𝑢 5 𝑑𝑢

=
1

𝛽2
−

2

1 − 𝛽2 2 +
4 3 + 𝛽2

3 1 − 𝛽2 3 −
2 1 + 𝛽2

1 − 𝛽2 3

=
1

𝛽3
−

1

2 1 − 𝛽𝑢 2 +
2

3 1 − 𝛽𝑢 3 −
1 − 𝛽2

4 1 − 𝛽𝑢 4
−1

1
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略作化简，得到

由此，辐射总功率为

න
0

𝜋

𝑔∥ 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃 =
4

3
𝛾6 ⟹ ර𝑔∥ 𝜃 𝑑Ω =

8𝜋

3
𝛾6

𝑃∥ = ර
𝑑𝑃∥
𝑑Ω

𝑑Ω =
2𝑒𝑠

2𝑎∥
2

3𝑐3
𝛾6

 𝑎∥ 一定时，𝑃∥ ∝ 𝛾6。

 𝑃∥是 𝛽的增函数：当 𝛽 ⟶ 1时，𝑃∥ ⟶∞。

 速度一定时，𝑃∥ ∝ 𝑎∥
2。

8

直线加速器中的辐射损失

在直线加速器中（设带电粒子沿着 𝑥轴运动），由于

 当 𝐹一定时， 𝑃∥与粒子的能量（或速度）无关。

 对于不同的带电粒子，当 𝐹一定时，𝑃∥ ∝ 𝑚−2，因此

与质子相比，电子的辐射损失要严重得多。

റ𝐹 =
𝑑 റ𝑝

𝑑𝑡
= 𝛾3𝑚റ𝑎, 𝐹 =

𝑑𝑝

𝑑𝑡
=
𝑑ℰ

𝑑𝑥

𝑃∥ electron

𝑃∥ proton
=

𝑚𝑝

𝑚𝑒

2

≈ 3.4 × 106

因而

𝑃∥ =
2

3

𝑒𝑠
2𝐹2

𝑚2𝑐3
=
2

3

𝑒𝑠
2

𝑚2𝑐3
𝑑 റ𝑝

𝑑𝑡

2

=
2

3
𝑒𝑠
2𝑐

𝑑

𝑑𝑥

ℰ

𝑚𝑐2

2

9

 考察直线加速器中的电子。单位时间由于辐射损失的能量与

从加速电场获得的能量之比为

即要求加速电场

所以，在相对论情形（𝛽 ≈ 1）下，如果 𝜉 ∼ 10−10，则要求

对于直线加速器中的带电粒子，即便是电子，辐射损失仍是

不重要的，在设计直线加速器时完全可以不考虑辐射损失。

𝜉 ≜
𝑃∥
𝐹𝑣

=
2

3

𝑒𝑠
2𝐹

𝑚𝑒
2𝑐4𝛽

=
2

3

𝑟𝑒𝐹

𝛽𝑚𝑒𝑐
2

𝐹 = 𝑒𝐸 ∼ 10−11 ΤMeV fm

𝐸 ∼ 1010 ΤV m

其中，𝑟𝑒 是电子的经典半径

𝑟𝑒 ≜
𝑒𝑠
2

𝑚𝑒𝑐
2 ≈ 2.8 fm
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如果粒子加速度与速度垂直，则

此时有

റ𝑎 = റ𝑎⊥ = 𝑎⊥ ො𝑥

෡ℝ × 𝑛 × റ𝑎⊥ = ෠𝜃𝑎⊥ 𝛽 − cos 𝜃 cos 𝜙

+ ෠𝜙𝑎⊥ 1 − 𝛽 cos 𝜃 sin𝜙

因而

这里定义了角度因子

𝑑𝑃⊥
𝑑Ω

=
𝑒𝑠
2𝑎⊥

2

4𝜋𝑐3
𝑔⊥ 𝜃,𝜙

𝑔⊥ 𝜃, 𝜙 =
1

1 − 𝛽 cos 𝜃 3 −
1

𝛾2
𝑔∥ 𝜃 cos2 𝜙

ℝ

റ𝑎

𝜃

റ𝑣

𝑧

𝑥

𝑦

റ𝑎

റ𝑣

11

 Τ𝑑𝑃⊥ 𝑑Ω与 𝑎⊥的平方成正比，而与其符号无关。

 𝛽越大，辐射越集中于运动正前方。

 粒子运动的正前方（𝜃 = 0）辐射最强。

𝑔⊥ 𝜃, 𝜙 =
1

1 − 𝛽 cos 𝜃 3 −
1

𝛾2
𝑔∥ 𝜃 cos2 𝜙

𝛽 = 0 𝛽 = 0.3 𝛽 = 0.6

റ𝑣

റ𝑎

12

辐射总功率
利用

可得辐射总功率为

ර𝑔⊥ 𝜃, 𝜙 𝑑Ω =
8𝜋

3
𝛾4

𝑃⊥ = ර
𝑑𝑃⊥
𝑑Ω

𝑑Ω =
2𝑒𝑠

2𝑎⊥
2

3𝑐3
𝛾4

 在速度和加速度大小均相同的情形下，两种情形下的辐射功

率之比为 Τ𝑃∥ 𝑃⊥ = 𝛾2。

 𝑎⊥一定时，𝑃⊥ ∝ 𝛾4。

 𝑃⊥是 𝛽的增函数：当 𝛽 ⟶ 1时，𝑃⊥ ⟶∞。

 速度一定时，𝑃⊥ ∝ 𝑎⊥
2。
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圆形加速器中的辐射损失

在圆形储存环中（半径设为 𝑅），由于

 当 𝐹一定时，𝑃⊥随着粒子能量（或速度）的增大而增加。

 对于不同的带电粒子，当 ℰ一定时，𝑃⊥ ∝ 𝑚−4，因此

与质子相比，电子的辐射损失要严重得多。

റ𝐹 = 𝛾𝑚 റ𝑎, 𝑎 = Τ𝑣2 𝑅 = Τ𝑐2𝛽2 𝑅

𝑃⊥ electron

𝑃⊥ proton
=

𝑚𝑝

𝑚𝑒

4

≈ 1.1 × 1013

因而

𝑃⊥ =
2𝑒𝑠

2𝐹2

3𝑚2𝑐3
𝛾2 =

2𝑒𝑠
2𝑐

3𝑅2
𝛽4

ℰ

𝑚𝑐2

4

 对于一定的力， Τ𝑃∥ 𝑃⊥ = 𝛾−2。

14

 对于做圆周运动的带电粒子，为了维持其速度或能量不变，

每周（𝑇 = Τ2𝜋𝑅 𝑣）外界需要提供的能量就等于辐射损失，

该能量损失与粒子能量之比为

在极端相对论情形（𝛽 ≈ 1），对于电子和质子分别有

𝜉 ≜
𝑃⊥𝑇

ℰ
=
4𝜋

3

𝑒𝑠
2

𝑅 ⋅ 𝑚𝑐2
𝛽3

ℰ

𝑚𝑐2

3

𝜉 electron ≈ 8.85 × 10−5
Τℰ GeV 3

Τ𝑅 m

𝜉 proton ≈ 7.79 × 10−18
Τℰ GeV 3

Τ𝑅 m

15

 若带电粒子圆周运动的半径为𝑅 = 4.5 × 103 m。由此可得

 对于质子，当 ℰ = 7 TeV = 7000 GeV时，

 对于电子，当 ℰ = 7 TeV = 7000 GeV时

此结果当然是荒谬的。当 ℰ = 60 GeV时

𝜉 proton ≈ 5. 9 × 10−10 ⟹ 𝑃⊥𝑇 ≈ 4.2 × 103 eV

𝜉 electron ≈ 6. 7 × 103

𝜉 electron ≈ 0.42% ⟹ 𝑃⊥𝑇 ≈ 250 MeV
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റ𝑎

റ𝑣

一般情形下，粒子的加速度为

由于

因而辐射功率角分布为

෡ℝ × 𝑛 × റ𝑎 = 𝑎∥ sin 𝜃 ෠𝜃

+𝑎⊥ 𝛽 − cos 𝜃 cos 𝜙 ෠𝜃

+𝑎⊥ 1 − 𝛽 cos 𝜃 sin𝜙 ෠𝜙

𝑑𝑃

𝑑Ω
=
𝑑𝑃∥
𝑑Ω

+
𝑑𝑃⊥
𝑑Ω

+
𝑒𝑠
2𝑎∥𝑎⊥
2𝜋𝑐3

𝛽 − cos 𝜃 sin 𝜃 cos𝜙

1 − 𝛽 cos 𝜃 5

റ𝑎 = 𝑎⊥ ො𝑥 + 𝑎∥ Ƹ𝑧
ℝറ𝑎

𝜃

റ𝑣

𝑧

𝑥

𝑦

17

辐射总功率

辐射总功率为：

由于

所以，辐射总功率又可以写为

𝑃 = න
𝑑𝑃

𝑑Ω
𝑑Ω = 𝑃∥ + 𝑃⊥ =

2𝑒𝑠
2

3𝑐3
𝛾6 𝑎∥

2 +
𝑎⊥
2

𝛾2

𝑃 =
2𝑒𝑠

2

3𝑐3
𝛾6 𝑎2 − റ𝛽 × റ𝑎

2
=
2𝑒𝑠

2𝑎2

3𝑐3
𝛾6 1 − റ𝛽 × ො𝑎

2

𝑎∥
2 +

𝑎⊥
2

𝛾2
= 𝑎∥

2 + 1 − 𝛽2 𝑎⊥
2 = 𝑎2 − റ𝛽 × റ𝑎

2

这就是李纳公式。

18

辐射总功率的一般推导

设 𝑛𝑘 和 𝛽𝑘 分别是 ෡ℝ和 റ𝛽的笛卡尔分量，则

因而，加速运动点电荷的辐射总功率可以写为：

𝑑𝑃

𝑑Ω
=

𝑒𝑠
2

4𝜋𝑐3

෡ℝ × ෡ℝ− റ𝛽 × റ𝑎
2

𝑔5
, 𝑔 ≜ 1 − ෡ℝ ⋅ റ𝛽 = 1 − 𝛽𝑘𝑛𝑘

𝑃 =
𝑒𝑠
2

4𝜋𝑐3
ර

෡ℝ ⋅ റ𝑎 ෡ℝ − റ𝛽 − 𝑔 റ𝑎
2

𝑔5
𝑑Ω

=
𝑒𝑠
2

4𝜋𝑐3
ර
𝑔2𝑎2 + 2𝑔 റ𝛽 ⋅ റ𝑎 ෡ℝ ⋅ റ𝑎 − 1 − 𝛽2 ෡ℝ ⋅ റ𝑎

2

𝑔5
𝑑Ω

=
𝑒𝑠
2

4𝜋𝑐3
𝑎2𝐼 + 2 റ𝛽 ⋅ റ𝑎 𝑎𝑖𝐽𝑖 − 1 − 𝛽2 𝑎𝑖𝑎𝑗𝐾𝑖𝑗
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这里定义了积分

𝐼 = ර
𝑑Ω

𝑔3
, 𝐽𝑖 = ර

𝑛𝑖
𝑔4

𝑑Ω , 𝐾𝑖𝑗 = ර
𝑛𝑖𝑛𝑗
𝑔5

𝑑Ω

将极轴定义为沿着速度的方向，易得第一个积分：

𝐼 = 2𝜋න
−1

1 𝑑𝑢

1 − 𝛽𝑢 3 =
4𝜋

1 − 𝛽2 2 = 4𝜋𝛾4

由此，后面两个积分也不难给出：

𝐽𝑖 =
1

3

𝜕𝐼

𝜕𝛽𝑖
=
16𝜋

3

𝛽𝑖
1 − 𝛽2 3

𝐾𝑖𝑗 =
1

4

𝜕𝐽𝑖
𝜕𝛽𝑗

=
4𝜋

3

𝛿𝑖𝑗
1 − 𝛽2 3 + 8𝜋

𝛽𝑖𝛽𝑗
1 − 𝛽2 4

20

𝑃 =
𝑒𝑠
2

4𝜋𝑐3
𝑎2𝐼 + 2 റ𝛽 ⋅ റ𝑎 𝑎𝑖𝐽𝑖 − 1 − 𝛽2 𝑎𝑖𝑎𝑗𝐾𝑖𝑗

这样我们就得到

𝐼 = 4𝜋𝛾4, 𝐽𝑖 =
16𝜋

3
𝛾6𝛽𝑖, 𝐾𝑖𝑗 =

4𝜋

3
𝛾6 𝛿𝑖𝑗 + 6𝛾2𝛽𝑖𝛽𝑗

将其代入前面所的辐射总功率的表达式，得到：

=
𝑒𝑠
2

4𝜋𝑐3
⋅
4𝜋

3
𝛾4 3𝑎2 + 8𝛾2 റ𝛽 ⋅ റ𝑎

2
− 𝑎2 + 6𝛾2 റ𝛽 ⋅ റ𝑎

2

= 𝛾4
2𝑒𝑠

2

3𝑐3
𝑎2 + 𝛾2 റ𝛽 ⋅ റ𝑎

2

𝑃 = 𝛾6
2𝑒𝑠

2

3𝑐3
𝑎2 − റ𝛽 × റ𝑎

2

由此就给出了点电荷辐射的李纳公式：

21

协变形式的辐射功率

粒子的4-加速度𝑤𝛼 ≜ Τ𝑑𝑢𝛼 𝑑𝜏的分量为

因此，可将辐射功率写为协变的形式：

𝑤0 = 𝛾4𝛽𝑎∥

𝑤∥ = 𝛾4 റ𝑎∥

𝑤⊥ = 𝛾2 റ𝑎⊥

⟹ 𝑤𝜇𝑤𝜇 = 𝑤 2 − 𝑤0 2

= 𝛾6 𝑎2 − റ𝛽 × റ𝑎
2

𝑃 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡
=
2𝑒𝑠

2

3𝑐3
𝑤𝜇𝑤𝜇

辐射功率是不变量（4-标量），与惯性参考系的选取无关。

= 𝛾4 𝛾4𝑎∥
2 + 𝑎⊥

2 − 𝛾4𝛽2𝑎∥
2
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辐射动量

𝑑 റ𝐺

𝑑𝑡
= ර𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝑔ി𝑇 = ර𝑔𝑤ℝ2෡ℝ𝑑Ω =

1

𝑐
ර
𝑑𝑃

𝑑Ω
෡ℝ𝑑Ω

ി𝑇 ≜ 𝑤ി𝐼 − 𝜀0 𝐸𝐸 + 𝑐2𝐵𝐵 = 𝑤෡ℝ෡ℝ

𝑑𝐺𝑖
𝑑𝑡

=
𝑒𝑠
2

4𝜋𝑐4
𝑎2𝐴𝑖 + 2 റ𝛽 ⋅ റ𝑎 𝑎𝑗𝐵𝑖𝑗 − 1− 𝛽2 𝑎𝑗𝑎𝑘𝐶𝑖𝑗𝑘

辐射场的动量流密度张量为

因而，单位时间内粒子由于辐射而损失的动量为

𝑑𝑃

𝑑Ω
=

𝑒𝑠
2

4𝜋𝑐3

෡ℝ × ෡ℝ− റ𝛽 × റ𝑎
2

𝑔5
, 𝑔 ≜ 1 − 𝛽𝑘𝑛𝑘

其中

因此

23

这里定义了积分

𝐴𝑖 = ර
𝑛𝑖
𝑔3

𝑑Ω , 𝐵𝑖𝑗 = ර
𝑛𝑖𝑛𝑗
𝑔4

𝑑Ω , 𝐶𝑖𝑗𝑘 = ර
𝑛𝑖𝑛𝑗𝑛𝑘
𝑔5

𝑑Ω

将极轴定义为沿着速度的方向，易得：

𝑀 = ර
𝑑Ω

𝑔2
= 2𝜋න

−1

1 𝑑𝑢

1 − 𝛽𝑢 2 =
4𝜋

1 − 𝛽2
= 4𝜋𝛾2

由此，不难给出此处的三个积分：

𝐴𝑖 =
1

2

𝜕𝑀

𝜕𝛽𝑖
= 4𝜋𝛾4𝛽𝑖

𝐵𝑖𝑗 =
1

3

𝜕𝐴𝑖
𝜕𝛽𝑗

=
4𝜋

3
𝛾4 𝛿𝑖𝑗 + 4𝛾2𝛽𝑖𝛽𝑗

𝐶𝑖𝑗 =
1

4

𝜕𝐵𝑖𝑗
𝜕𝛽𝑘

=
4𝜋

3
𝛾6 𝛿𝑖𝑗𝛽𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝛽𝑗 + 𝛿𝑗𝑘𝛽𝑖 + 6𝛾2𝛽𝑖𝛽𝑗𝛽𝑘

24

将前面的积分结果代入辐射动量的表达式中，略作化简得到

𝑑 റ𝐺

𝑑𝑡
=

റ𝛽

𝑐
𝛾6

2𝑒𝑠
2

3𝑐3
𝑎2 − റ𝛽 × റ𝑎

2
⟹

𝑑 റ𝐺

𝑑𝑡
=

റ𝛽

𝑐

𝑑𝑊

𝑑𝑡

定义辐射场的4-动量

𝑃𝛼 =
𝑊

𝑐
, റ𝐺

𝑑𝑃𝛼

𝑑𝑡
=
1

𝑐
1, റ𝛽

𝑑𝑊

𝑑𝑡

因此，单位时间内粒子由于辐射而损失的4-动量为

=
1

𝛾𝑐2
𝑑𝑊

𝑑𝑡
𝑢𝛼

其中，𝑢𝛼 ≜ Τ𝑑𝑥𝑒
𝛼 𝑑𝜏为粒子的4-速度。
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4-动量发射

利用固有时，粒子的4-动量可将前面的结果表示为

𝑑𝑃𝛼

𝑑𝜏
= 𝛾

𝑑𝑃𝛼

𝑑𝑡
=

1

𝑐2
𝑑𝑊

𝑑𝑡
𝑢𝛼

将辐射功率的表达式代入，得到

𝑑𝑃𝛼

𝑑𝜏
=
2𝑒𝑠

2

3𝑐5
𝑤𝜇𝑤𝜇𝑢

𝛼

可见，辐射场的4-动量确实为4-矢量。

思考：在洛伦兹变换下，辐射功率的角分布如下变换

𝑑𝑃

𝑑Ω
= 𝛾2 1 + 𝛽 cos 𝜃′ 3

𝑑𝑃′

𝑑Ω′
=

1

𝛾4 1 + 𝛽 cos 𝜃 3

𝑑𝑃′

𝑑Ω′

26

§4  带电粒子的电磁质量和辐射阻尼

27

 带电粒子的运动状态改变时，由此会造成两方面的影响：

 粒子对场的影响：带电粒子运动状态的改变导致其周围的

电磁场也随之变化，并有一部分电磁场辐射出去。

 场对粒子的影响：一般来说，一个粒子产生的电磁场也会

对粒子自身产生作用力。

 粒子产生的电磁场，对粒子的作用将带来两个后果：

 使粒子附加了一个质量（称为粒子的电磁质量）。

 辐射阻尼力效应。
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28

问题的简化

为了简化讨论，我们做如下假设：

 假设粒子的速度远小于 𝑐，从而电场 𝐸和磁场 𝐵可取为

𝐸 = 𝐸0, 𝐵 = Τറ𝑣 × 𝐸0 𝑐2

 假设粒子的电荷分布在半径为 𝑟0 的球内，且是球对称的。

𝑊0 = න
1

2
𝜀0𝐸0

2 𝑑3𝑥 =
1

8𝜋𝜀0
න𝑑3𝑥න𝑑3𝑥′

𝜌 റ𝑥 𝜌 റ𝑥′

റ𝑥 − റ𝑥′

𝐸0 = 𝐸0 𝑟 Ƹ𝑟 = 𝐸0𝑛𝑖 ො𝑥𝑖

 粒子的静电能记为

 粒子激发的静电场具有球对称性（其中 Ƹ𝑟 = 𝑛𝑖 ො𝑥𝑖）

29

电磁质量的由来

 质量为𝑚0 的粒子以速度 റ𝑣运动时，其动量和动能分别为：

റ𝑝 = 𝑚0 റ𝑣, 𝑇 =
1

2
𝑚0𝑣

2

 由于粒子的运动方程为 റ𝐹 = 𝑚0
ሶറ𝑣，因而粒子速度改变时，外界

需要提供的冲量和做的功分别为 Δ റ𝑝和 Δ𝑇。

 速度不同，自场也不同。因而改变粒子的速度时，所需提供的

冲量和做的功就分别变为了 Δ റ𝑝 + റ𝐺 和 Δ 𝑇 +𝑊 。

 对于匀速运动粒子，辐射场为零，全部电磁场都属于自场。

自场本身具有动量 റ𝐺 和能量𝑊。

由于携带着自场，带电粒子表现的惯性要比原来的大，相当于

在 𝒎𝟎 上附加了一个质量。这个附加质量称为粒子的电磁质量。

30

自场的动量

റ𝐺 = 𝜀0න𝐸 × 𝐵𝑑3𝑥 =
𝜀0
𝑐2
න𝐸0 × റ𝑣 × 𝐸0 𝑑3𝑥

=
𝜀0
𝑐2
න 𝐸0

2 റ𝑣 − 𝐸0 ⋅ റ𝑣 𝐸0 𝑑
3𝑥

න 𝐸0 ⋅ റ𝑣 𝐸0𝑑
3𝑥 = ො𝑥𝑖𝑣𝑗න𝐸0

2 𝑟 𝑛𝑖𝑛𝑗𝑑
3𝑥

=
1

3
റ𝑣න𝐸0

2 𝑟 𝑑3𝑥

= ො𝑥𝑖𝑣𝑗න𝐸0
2 𝑟 𝑟2𝑑𝑟 ⋅ න𝑛𝑖𝑛𝑗𝑑Ω

⟹ റ𝐺 = 𝛼 റ𝑣, 𝛼 ≜
4𝑊0

3𝑐2

1

3
𝛿𝑖𝑗න𝑑Ω

=
1

3
𝛿𝑖𝑗 ො𝑥𝑖𝑣𝑗න𝐸0

2 𝑟 𝑑3𝑥
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31

自场的能量

𝑊 = න
1

2
𝜀0 𝐸2 + 𝑐2𝐵2 𝑑3𝑥 = 𝑊0 +

1

𝑐2
න
1

2
𝜀0 റ𝑣 × 𝐸0

2
𝑑3𝑥

⟹ 𝑊 = 𝑊0 +
1

2
𝛼𝑣2

න 𝐸0 ⋅ റ𝑣
2
𝑑3𝑥 = 𝑣𝑖𝑣𝑗න𝐸0

2 𝑟 𝑛𝑖𝑛𝑗𝑑
3𝑥

= 𝑊0 +
1

𝑐2
න
1

2
𝜀0 𝑣2𝐸0

2 − 𝐸0 ⋅ റ𝑣
2
𝑑3𝑥

= 𝑣𝑖𝑣𝑗න𝐸0
2 𝑟 𝑟2𝑑𝑟 ⋅ න𝑛𝑖𝑛𝑗𝑑Ω

=
1

3
𝑣2න𝐸0

2 𝑟 𝑑3𝑥

1

3
𝛿𝑖𝑗න𝑑Ω

=
1

3
𝛿𝑖𝑗𝑣𝑖𝑣𝑗න𝐸0

2 𝑟 𝑑3𝑥

32

粒子的电磁质量

粒子速度改变时，所需施加的冲量和做的功分别是

റ𝐹 = 𝑚 ሶറ𝑣, 𝑚 ≜ 𝑚0 + 𝛼

这表明，由于带电粒子携带着自场，它所表现的惯性要比原来

的大：相对于原有质量 𝑚0 之上再附加一个质量 𝛼。这个质量 𝛼

就称为粒子的电磁质量。于是运动方程应该换成

Δ 𝑚0 റ𝑣 + 𝛼 റ𝑣 , Δ
1

2
𝑚0𝑣

2 +
1

2
𝛼𝑣2

 实验上测量的带电粒子质量，实际上就是 𝑚 = 𝑚0 + 𝛼，而不

是 𝑚0。不可能通过质量的直接测量确定 𝑚0 和 𝛼 各自的大小。

33

电子的电磁质量

 当电荷均匀分布在半径为 𝑟0 的球面上时，不难给出

𝑊0 =
1

2

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟0
=

𝑒𝑠
2

2𝑟0

 当电荷均匀分布在半径为 𝑟0 的球体内时，不难给出

𝑊0 =
3

5

𝑒2

4𝜋𝜀0𝑟0
=
3𝑒𝑠

2

5𝑟0

 若电子是一个严格的点，即 𝑟0 = 0，则电子质量将为无穷大，

而电子的运动状态将不可能被改变。这就是著名的发散困难。

若知道电子内部的电荷分布，则从静电能公式就可计算出 𝛼 来。

⟹ 𝛼 =
4𝑊0

3𝑐2
=

2𝑒𝑠
2

3𝑐2𝑟0

⟹ 𝛼 =
4𝑊0

3𝑐2
=

4𝑒𝑠
2

5𝑐2𝑟0
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电子的经典半径

洛伦兹（Lorentz）和阿伯拉罕（Abraham）曾经假设：

电子的质量可能完全是电磁的，即𝒎𝟎 = 𝟎。

𝑚𝑒 = 𝛼 =
4𝑊0

3𝑐2

 对均匀的球面或球体电荷分布，由此给出的电子半径分别为

𝑟0 =
2

3

𝑒𝑠
2

𝑚𝑒𝑐
2 , 𝑟0 =

4

5

𝑒𝑠
2

𝑚𝑒𝑐
2

 对于其他形式的分布，𝑟0也具有同样的量级。因此通常把

𝑟𝑒 ≜
𝑒𝑠
2

𝑚𝑒𝑐
2 = 2.82 fm

称为电子的经典半径。

 在此假设下，电子的总质量为

35

当粒子辐射电磁场时，其自身的能量将逐渐衰减，这种现象称

为辐射阻尼（radiation damping）。可见，辐射场必然会对粒子

产生反作用，这个作用力 റ𝐹𝑅 称为辐射阻尼力。

36

能量平衡

简单起见，此处只考虑非相对论粒子。此情形下，粒子单位时

间辐射出去的能量由拉莫公式给出。

റ𝐹𝑅 ⋅ റ𝑣 = −𝑃 = −
2𝑒𝑠

2𝑎2

3𝑐3

 根据能量守恒定律，我们似乎应该有关系

 由于忽略了粒子自场能量的变化，此公式不可能是正确的。

 在速度不断变化情况，由于推迟效应，自场并不与匀速时

相同。因而此情形下，自场能量变化并没有完全包含在粒

子动能的改变中。

 自场与辐射场之间存在干涉效应。
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两类重要的辐射过程

只有（1）粒子从某匀速运动的初态变到另一个匀速运动的末态；

或（2）在周期过程中，粒子附近的场恢复了原状时，辐射场的

总能量才等于粒子克服辐射阻尼力所做的功。

【注】在微观物理中，通常的过程有两类，一类是散射过程，一类是

粒子在束缚态中的运动。前者初态和末态都是匀速运动，后者大多是

周期性或准周期性运动。

38

能量平衡对辐射阻尼力的限制

尽管前面的方程在并不是瞬时成立的，但如果我们在一个合适

的范围内对时间积分，所得结果却是正确的：

න
𝑡1

𝑡2
റ𝐹𝑅 ⋅ റ𝑣𝑑𝑡 = −න

𝑡1

𝑡2 2𝑒𝑠
2𝑎2

3𝑐3
𝑑𝑡 = −

2𝑒𝑠
2

3𝑐3
න
𝑡1

𝑡2

റ𝑎 ⋅ 𝑑 റ𝑣

在以下情形，上式右侧第一项均为零：① 初、末态均为匀速直

线运动状态；② 粒子以 𝑡2 − 𝑡1 为周期运动；③ 匀速圆周运动

（ 𝑡1、𝑡2 任意）。在这些情形下，由能量守恒关系均可给出

= อ−
2𝑒𝑠

2

3𝑐3
റ𝑎 ⋅ റ𝑣

𝑡1

𝑡2

+
2𝑒𝑠

2

3𝑐3
න
𝑡1

𝑡2
ሶറ𝑎 ⋅ റ𝑣𝑑𝑡

න
𝑡1

𝑡2
റ𝐹𝑅 −

2𝑒𝑠
2

3𝑐3
ሶറ𝑎 ⋅ റ𝑣𝑑𝑡 = 0

39

阿伯拉罕-洛伦兹公式

 在不改变能量守恒要求的前提下，辐射阻尼力公式可以加上

任一与 റ𝑣垂直的项。

റ𝐹𝑅 =
2𝑒𝑠

2

3𝑐3
ሶറ𝑎

如果 റ𝐹𝑅 由下式给出，则前面的关系就可以得到满足：

这一表达式称为辐射阻尼力的阿伯拉罕-洛伦兹公式。

 阿伯拉罕-洛伦兹公式是一种时间平均的辐射阻尼力。它是目

前已知的最简单表达式。本课程用此表达式描述辐射阻尼力。

 辐射阻尼力可表示为

റ𝐹𝑅 = 𝑚𝜏 ሶറ𝑎, where 𝜏 =
2𝑒𝑠

2

3𝑚𝑐3
=
2

3

Τ𝑒𝑠
2 𝑚𝑐2

𝑐

 对于电子， 𝜏 ≈ 6 × 10−24 s。



2024/5/29

14

40

阿伯拉罕-洛伦兹方程

𝑚റ𝑎 = റ𝐹0 +𝑚𝜏 ሶറ𝑎

对于质量为 𝑚、带电量为 𝑒 的粒子，考虑辐射阻尼力后，其在

外力 റ𝐹0 作用下的运动由如下阿伯拉罕-洛伦兹方程确定：

 辐射阻尼力要达到 𝑚𝑎 的量级，即与外力大小可比拟的量级，

则要求 𝑎满足

辐射阻尼的效应一般很微弱，它对粒子运动的修正非常微小。

𝜏 ሶ𝑎~𝑚𝑎

即只有当加速度如此剧烈地变化，以至于在极短的时间 Τ𝑟𝑒 𝑐

内，加速度的改变达到与其自身相同的量级时，辐射阻尼力

才可与外力相比拟，而这种条件是很少能满足的。

41

自加速问题

⟹ റ𝑎 = 𝜏 ሶറ𝑎 +
റ𝑓

𝑚
Θ 𝑡

简单起见，设粒子从 𝑡 = 0时刻开始受到恒定外力 റ𝑓作用，即

റ𝐹0 𝑡 = റ𝑓Θ 𝑡

 将方程从 𝑡 − 𝜖到 𝑡 + 𝜖积分

න
𝑡−𝜖

𝑡+𝜖

റ𝑎𝑑𝑡 = න
𝑡−𝜖

𝑡+𝜖

𝜏 ሶറ𝑎𝑑𝑡 + න
𝑡−𝜖

𝑡+𝜖 റ𝑓

𝑚
𝑑𝑡

⟹ റ𝑣 𝑡 + 𝜖 − റ𝑣 𝑡 − 𝜖 = 𝜏 റ𝑎 𝑡 + 𝜖 − റ𝑎 𝑡 − 𝜖 + න
𝑡−𝜖

𝑡+𝜖 റ𝑓

𝑚
𝑑𝑡

因此， റ𝑎 𝑡 是时间 𝑡的连续函数。

⟹ 0 = 𝜏 റ𝑎 𝑡 + 𝜖 − റ𝑎 𝑡 − 𝜖 + 0, when 𝜖 ⟶ 0

42

 除非 𝑏 = 0，否则在外力作用之前粒子就会对外力作出响应

（预加速），且 റ𝑎将随时间 𝑡 > 0 指数增加（自加速）。

റ𝑎1 𝑡 = 𝑏𝑒 Τ𝑡 𝜏, 𝑡 < 0

റ𝑎2 𝑡 = 𝑏𝑒 Τ𝑡 𝜏 +
റ𝑓

𝑚
1 − 𝑒 Τ𝑡 𝜏 , 𝑡 > 0

 റ𝑎的连续性要求 𝑏1 = 𝑏2 + Τറ𝑓 𝑚，因而

 方程的一般解为

റ𝑎1 𝑡 = 𝑏1𝑒
Τ𝑡 𝜏, 𝑡 < 0

റ𝑎2 𝑡 = 𝑏2𝑒
Τ𝑡 𝜏 +

റ𝑓

𝑚
, 𝑡 > 0
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43

𝑎 = 𝜏 ሶ𝑎 + Τ𝐹0 𝑚

【思考】在有其他外力 𝐹0 作用下，带电粒子的运动方程写为

 证明：与电中性粒子（𝑎 = Τ𝐹0 𝑚）不同，即便力存在间断点，带

电粒子的加速度（如同位置和速度一样）总是𝑡的连续函数。

 如果粒子只在 0 < 𝑡 < 𝑇 时间范围内受外力 𝐹0 作用，且 𝐹0 为常数。

试分别写出 𝑎 𝑡 在 𝑡 < 0、 0 < 𝑡 < 𝑇和 𝑡 > 𝑇范围内的一般解。

 利用连续性条件证明：我们确实有可能避免 𝑡 > 𝑇 内的自加速解，

或者避免 𝑡 < 0内的预加速解，但无法同时做到这两点。

 选择可以避免自加速问题的解，写出 𝑎 𝑡 和 𝑣 𝑡 ，对其作图示意，

并将其与同样力作用下电中性粒子的 𝑎 𝑡 和 𝑣 𝑡 进行比较。

44

经典理论的困难

在一定条件下（非相对论，且速度变化比较平缓），我们可以

从洛伦兹力公式直接计算粒子的场对粒子自身的作用力 റ𝐹𝑆，其

结果是一个无穷级数

റ𝐹𝑆 = −𝛼 റ𝑎 +
2

3

𝑒𝑠
2 ሶറ𝑎

𝑐3
+⋯

 虽然粒子半径 𝑟0 ⟶ 0时，后面的各项趋于零，但第一项的系

数 𝛼却要趋于无穷，这就出现了前面所说的发散困难。

 如果 𝑟0 不等于零，则上述 റ𝐹𝑆 代入带电粒子的运动方程

𝑚0 റ𝑎 = റ𝐹 + റ𝐹𝑆

得到的电子的运动方程将是一个无穷阶方程，这又在理论上

发生了问题。

45

【解】大多数辐射反应问题用能量方法处理非常简单，图像也

比较清晰。假设粒子几乎是在做圆周运动，且 𝛽 ≪ 1。因此

【例】对于均匀磁场中的带电粒子，如果初始时具有与磁场垂

直的速度，试描述粒子接下来的运动，计算粒子速率衰减快慢。

因此

𝑃 =
2𝑒𝑠

2𝑎2

3𝑐3
=

𝑒2

6𝜋𝜀0𝑐
3

𝑒𝑣𝐵

𝑚

2

=
𝑒4𝐵2

6𝜋𝜀0𝑚
2𝑐3

𝑣2

= −
𝑑ℰ

𝑑𝑡
= −

𝑑

𝑑𝑡

1

2
𝑚𝑣2 = −𝑚𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑡

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −

𝑒4𝐵2

6𝜋𝜀0𝑚
3𝑐3

𝑣
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 在速度减小为初值的 Τ1 𝑒之前，电子要转过 1.4 × 1011 圈。

 电子轨道半径 𝑟 = Τ𝑚𝑒𝑣 𝑒𝐵随着速度减小而减小。

如果带电粒子为电子，而𝐵 = 1 T，则

与之相比，电子轨道周期要短得多

𝑇 =
2𝜋

𝜔
=
2𝜋𝑚𝑒

𝑒𝐵
≈ 3.57 × 10−11 s

𝜏 ≈ 5.16 s

解为

𝑣 = 𝑣0𝑒
− Τ𝑡 𝜏, 𝜏 =

6𝜋𝜀0𝑚
3𝑐3

𝑒4𝐵2


