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§2  谐振电流及其辐射场

2

产生电磁波的关键是产生随时间变化的电场和磁场：

时变的电场、磁场相互激发，在空间中就形成了电磁波。

 微观：产生电磁波的前提条件是带电粒子做加速运动，这样

的粒子所产生的电场与磁场通常均是随时间变化的。

 宏观：产生电磁波的前提条件是存在随时间变化的电流分布，

例如频率为𝜔的交变电流密度矢量：

电磁波由载有交变电流的天线辐射出来。

റ𝐽 𝑡, റ𝑥 = റ𝐽0 റ𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑡

3

2. 辐射问题

 单位时间由立体角范围𝑑Ω内辐射到无穷远处的能量为

 仅当 𝑟 → ∞ 时， റ𝑆 ∝ ΤƸ𝑟 𝑟2， 𝑑𝑃 才不为零。这意味着仅有

辐射电磁场（𝐸rad, 𝐵rad~ Τ1 𝑟）对 𝑑𝑃有贡献。

𝑑𝑃 𝑡 = lim
𝑟→∞

റ𝑆 ⋅ 𝑑 റ𝜎 = lim
𝑟→∞

Ƹ𝑟 ⋅ റ𝑆 𝑟2𝑑Ω

 定义（瞬时）辐射功率的角分布

 （瞬时）辐射总功率为

𝑑𝑃

𝑑Ω
≜ lim

𝑟→∞
Ƹ𝑟 ⋅ റ𝑆 𝑟2 = 𝜀0𝑐

2 Ƹ𝑟 ⋅ 𝐸rad × 𝐵rad 𝑟2

𝑃 𝑡 ≜ lim
𝑟→∞

ර
𝜕𝑉

റ𝑆 ⋅ 𝑑 റ𝜎 = ර
𝑑𝑃

𝑑Ω
𝑑Ω

𝑑 റ𝜎

𝑂

2𝑅

𝑟

𝑑Ω
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从源的角度看待辐射功率

设 𝑉是半径为 𝑟的球，我们有能量守恒定理

取极限 𝑟 → ∞，并利用辐射定义，得到

 对于随时间周期性变化的电流，如果将上式左右两边在一

个周期内取平均值，由于 Τ𝑑𝑊 𝑑𝑡 = 0，因而：

ර
𝜕𝑉

റ𝑆 ⋅ 𝑑 റ𝜎 = −න
𝑉

𝐸 ⋅ റ𝐽 𝑑𝑉 −
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑤 𝑑𝑉

𝑃 𝑡 = −න𝐸 ⋅ റ𝐽 𝑑𝑉 −
𝑑𝑊

𝑑𝑡

𝑃 = −න 𝐸 ⋅ റ𝐽 𝑑𝑉

平均而言，总辐射功率等于为维持电流周期性变化，外界

在单位时间所消耗的能量。
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接下来我们将给出

（1）随时间变化的给定电流分布激发的辐射场；

（2）辐射功率及其角分布；

（3）谐振电流下平均的辐射功率及其角分布。

 由于 𝑟 最终是要趋于无穷的，因而在所有推导中，我们只保

留那些能通过

𝜑 𝑡, റ𝑥 =
1

4𝜋𝜀0
න
𝜌 𝑡𝑟, റ𝑥

′

ℝ
𝑑3𝑥′ , റ𝐴 𝑡, റ𝑥 =

𝜇0
4𝜋

න
റ𝐽 𝑡𝑟 , റ𝑥

′

ℝ
𝑑3𝑥′

给出辐射场 𝐸rad, 𝐵rad~ Τ1 𝑟 的项。其中 𝜑和 റ𝐴为推迟势：

𝐸 = −𝛻𝜑 − 𝜕𝑡 റ𝐴, 𝐵 = 𝛻 × റ𝐴

6

1. 辐射场的推迟势

由于源尺度 𝑅 ≪ 𝑟，从而也有 𝑟′ ≪ 𝑟。将 ℝ按照 Τ𝑟′ 𝑟展开

 我们寻找的是按 Τ1 𝑟变化的 റ𝐴的导数，故 റ𝐴的被积函数中

 推迟时间

= 𝑟 − 𝑟′ Ƹ𝑟′ ⋅ Ƹ𝑟 +
1

2!

𝑟′2

𝑟
1 − Ƹ𝑟′ ⋅ Ƹ𝑟 2 −⋯

由于 𝑟最终趋于∞，因而有

𝑡 −
ℝ

𝑐
= 𝑡 −

𝑟

𝑐
+
𝑟′

𝑐
Ƹ𝑟′ ⋅ Ƹ𝑟 −

1

2!

𝑟′

𝑐

𝑟′

𝑟
1 − Ƹ𝑟′ ⋅ Ƹ𝑟 2 +⋯

𝑡 −
ℝ

𝑐
≈ 𝑡 −

𝑟

𝑐
+
𝑟′

𝑐
Ƹ𝑟′ ⋅ Ƹ𝑟

1

ℝ
≈
1

𝑟

ℝ = 𝑒− റ𝑥′⋅𝛻𝑟
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综合以上考量，我们就得到：对辐射有贡献的电磁势为

方便起见，定义

由此，可将辐射场的电磁势写为：

𝜑 𝑡, റ𝑥 =
1

4𝜋𝜀0𝑟
න𝜌 𝑡∗, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′

റ𝐴 𝑡, റ𝑥 =
𝜇0
4𝜋𝑟

නറ𝐽 𝑡∗, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′

𝑡𝑟 ≜ 𝑡 −
𝑟

𝑐
, 𝑡∗ ≜ 𝑡𝑟 +

റ𝑥′ ⋅ Ƹ𝑟

𝑐

𝜑 𝑡, റ𝑥 =
1

4𝜋𝜀0𝑟
න𝜌 𝑡 −

𝑟

𝑐
+
റ𝑥′ ⋅ Ƹ𝑟

𝑐
, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′

റ𝐴 𝑡, റ𝑥 =
𝜇0
4𝜋𝑟

න റ𝐽 𝑡 −
𝑟

𝑐
+
റ𝑥′ ⋅ Ƹ𝑟

𝑐
, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′
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2. 辐射场

接下来利用前面所得辐射场电磁势及下面的关系推导辐射场：

 与推迟时间有关的导数

𝐸 = −𝛻𝜑 − 𝜕𝑡 റ𝐴, 𝐵 = 𝛻 × റ𝐴

 此处感兴趣的是辐射场，即电磁场中~ Τ𝟏 𝒓的项。

 由于 𝛻 Τ1 𝑟 ~ Τ1 𝑟2，因而 𝛻𝜑 和 𝛻 × റ𝐴 中涉及到 Τ1 𝑟 的导数

项，对辐射场没有贡献。

𝑡𝑟 = 𝑡 −
𝑟

𝑐

𝑡∗ = 𝑡𝑟 +
റ𝑥′ ⋅ Ƹ𝑟

𝑐

⟹

𝜕𝑡∗

𝜕𝑡
= 1

𝛻𝑡∗ = −
Ƹ𝑟

𝑐
+
1

𝑐
𝑂

𝑟′

𝑟

 后面表示辐射场时将略去下标“rad”。

9

磁场

𝐵 𝑡, റ𝑥 = 𝛻 × റ𝐴 𝑡, റ𝑥 = 𝛻 ×
𝜇0
4𝜋𝑟

නറ𝐽 𝑡∗, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′

=
𝜇0
4𝜋𝑟

න𝛻 × റ𝐽 𝑡∗, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′

=
𝜇0
4𝜋𝑟

න𝛻𝑡∗ ×
𝜕

𝜕𝑡∗
റ𝐽 𝑡∗, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′

=
𝜇0
4𝜋𝑟

න −
Ƹ𝑟

𝑐
×
𝜕

𝜕𝑡
റ𝐽 𝑡∗, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′

⟹ 𝐵 𝑡, റ𝑥 = −
1

𝑐
Ƹ𝑟 ×

𝜕 റ𝐴 𝑡, റ𝑥

𝜕𝑡

为了由电磁势提炼出辐射场，可将空间导数转化为时间导数：

𝛻 ⟷ −
Ƹ𝑟

𝑐
𝜕𝑡
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电场

𝐸 = −𝛻𝜑 − 𝜕𝑡 റ𝐴

= − Ƹ𝑟 × 𝜕𝑡 റ𝐴 × Ƹ𝑟𝐸 = Ƹ𝑟 ⋅ 𝜕𝑡 റ𝐴 Ƹ𝑟 − 𝜕𝑡 റ𝐴

其中的标势和矢势满足Lorenz规范条件。

0 =
1

𝑐2
𝜕𝑡𝜑 + 𝛻 ⋅ റ𝐴

0 =
1

𝑐2
𝜕𝑡𝜑 −

Ƹ𝑟

𝑐
⋅ 𝜕𝑡 റ𝐴

⟹ 𝐸 = 𝑐𝐵 × Ƹ𝑟

⟹ 𝜕𝑡𝜑 = 𝑐 Ƹ𝑟 ⋅ 𝜕𝑡 റ𝐴

因此，辐射场的电场可以用矢量势表示为

=
Ƹ𝑟

𝑐
𝜕𝑡𝜑 − 𝜕𝑡 റ𝐴

在辐射区，可将Lorenz规范条件写为

11

辐射场的基本性质

综上，辐射场就可以用矢量势表示为

𝑐𝐵 =
ሶറ𝐴 × Ƹ𝑟, 𝐸 = 𝑐𝐵 × Ƹ𝑟

 对于辐射场，

𝑬,𝑩, ො𝒓 构成右手正交系，

且 𝑬 = 𝒄𝑩。

 为了获得辐射场，对空间的导数转化为了对时间的导数：

𝛻 ⟷ −
Ƹ𝑟

𝑐
𝜕𝑡

𝐸 Ƹ𝑟

𝐵
റ𝑥

其中， ሶറ𝐴 = 𝜕𝑡 റ𝐴。
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3. 辐射功率

利用前面给出的辐射场，能流密度矢量可写为

因此，辐射功率的角分布为

对所有立体角的积分，即得总辐射功率

റ𝑆 = 𝜀0𝑐
2𝐸 × 𝐵 = 𝜀0𝑐

3𝐵2 Ƹ𝑟

𝑑𝑃

𝑑Ω
= 𝑆𝑟2 = 𝜀0𝑐

3𝐵2𝑟2

𝑃 𝑡 = ර
𝑑𝑃

𝑑Ω
𝑑Ω
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下面考察谐振电流：

这里定义了波矢量 𝑘： 𝑘 ≜
𝜔

𝑐
Ƹ𝑟

当讨论谐振电流的辐射场时，

相关场量对时间和空间的导数

都转化为代数乘法运算

⟹ റ𝐽 𝑡∗, റ𝑥′ = റ𝐽0 റ𝑥′ 𝑒−𝑖𝜔𝑡
∗
, 𝑡∗ = 𝑡 −

𝑟

𝑐
+
റ𝑥′ ⋅ Ƹ𝑟

𝑐

൞
𝜕𝑡 ⟷ −𝑖𝜔

𝛻 ⟷ 𝑖𝑘

⟹ റ𝐽 𝑡∗, റ𝑥′ = റ𝐽0 റ𝑥′ 𝑒−𝑖𝑘⋅ റ𝑥
′
𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

റ𝐽 𝑡, റ𝑥 = റ𝐽0 റ𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑡

14

 谐振电流的矢量势

 谐振电流的辐射场

 谐振电流的平均能流密度

റ𝐴 𝑡, റ𝑥 =
𝜇0𝑒

𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
න𝑑3𝑥′ റ𝐽 𝑡, റ𝑥′ 𝑒−𝑖𝑘⋅ റ𝑥

′

𝐵 = 𝑖𝑘 × റ𝐴 =
1

𝑐
ሶറ𝐴 × Ƹ𝑟, 𝐸 = 𝑐𝐵 × Ƹ𝑟

റ𝑆 =
1

2
𝜀0𝑐

2 Re 𝐸∗ × 𝐵 =
1

2
𝜀0𝑐

3 𝐵
2
Ƹ𝑟

𝑑 𝑃

𝑑Ω
= റ𝑆 𝑟2 =

1

2
𝜀0𝑐

3 𝐵
2
𝑟2

 谐振电流的平均辐射功率角分布

15

§3  天线辐射
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本节讨论中心馈电的细天线的辐射。设驱动电压的频率为𝜔。

引入无量纲量𝑚：

电流分布可以写为

𝐼 𝑡, 𝑧 = 𝐼0 sin 𝑘
𝑙

2
− 𝑧 𝑒−𝑖𝜔𝑡, 𝑧 ≤

𝑙

2

𝑚 ≜
𝑙

𝜆
=
𝑘𝑙

2𝜋

𝑧

+ Τ𝑙 2

− Τ𝑙 2

𝑂

天线中实际流过的电流需要综合考察电磁场与电荷电流的相互

作用。可以证明：在细天线近似下，流过天线的电流为驻波。

设 𝑘 = Τ𝜔 𝑐，若细天线长度为 𝑙，则其上电流强度的表达式为

𝐼 𝑡, 𝑧 = 𝐼0 sin 𝑚𝜋 − 𝑘 𝑧 𝑒−𝑖𝜔𝑡, 𝑘 𝑧 ≤ 𝑚𝜋

17

𝑧
+ Τ𝑙 2− Τ𝑙 2 0

𝐼0

𝐼 𝑧 = 𝐼0 sin 𝑚𝜋 − 𝑘 𝑧

𝑚 < 0.5

𝑚 = 0.5𝑚 = 1
𝑚 = 1.5

天线的峰值电流

𝐼𝑚 = ൞
𝐼0, 𝑚 ≥ Τ1 2

𝐼0 sin𝑚𝜋 , 𝑚 < Τ1 2
⟹ 𝐼𝑚 ≈ 𝑚𝜋𝐼0, 𝑚 ≪ 1

天线峰值电流 𝐼𝑚 为：

18

റ𝐴 𝑡, റ𝑥 =
𝜇0
4𝜋

𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

𝑟
න𝑑3𝑥′ റ𝐽0 റ𝑥′ 𝑒−𝑖𝑘⋅ റ𝑥

′

= Ƹ𝑧
𝜇0𝐼0𝑒

𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

4𝜋𝑟
න
− Τ𝑙 2

Τ𝑙 2

sin 𝑚𝜋 − 𝑘 𝑧′ 𝑒−𝑖𝑘𝑧
′ cos 𝜃𝑑𝑧′

റ𝐴 𝑡, റ𝑥 = Ƹ𝑧
𝜇0𝐼0𝑒

𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

4𝜋𝑘𝑟
න
0

𝑚𝜋

2 sin 𝑚𝜋 − 𝜉 cos 𝜉 cos 𝜃 𝑑𝜉

⟹ റ𝐴 𝑡, റ𝑥 = Ƹ𝑧
𝜇0𝐼0
2𝜋𝑘

𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

𝑟

cos 𝑚𝜋 cos 𝜃 − cos 𝑚𝜋

sin2 𝜃

令 𝜉 = 𝑘𝑧′，则
sin 𝑚𝜋 − 1 − cos 𝜃 𝜉

+sin 𝑚𝜋 − 1 + cos 𝜃 𝜉

𝑔 𝜃

sin 𝜃
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⟹

𝑐𝐵 = −𝑖
𝜇0𝐼0𝑐𝑒

𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

2𝜋𝑟
𝑔 𝜃 ෠𝜙

𝐸 = −𝑖
𝜇0𝑐𝐼0𝑒

𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

2𝜋𝑟
𝑔 𝜃 ෠𝜃

റ𝐴 =
𝜇0𝐼0𝑒

𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

2𝜋𝑘𝑟

𝑔 𝜃

sin 𝜃
Ƹ𝑧, 𝑔 𝜃 ≜

cos 𝑚𝜋 cos 𝜃 − cos 𝑚𝜋

sin 𝜃

辐射场是线偏振的TEM（电经磁纬）

𝐸

Ƹ𝑟

𝜃

𝐵

20

天线辐射的能流及方向性

റ𝑆 =
𝜇0𝑐𝐼0

2

8𝜋2
𝑔2 𝜃

𝑟2
Ƹ𝑟 ⟹

𝑑 𝑃

𝑑Ω
=
𝜇0𝑐𝐼0

2

8𝜋2
𝑔2 𝜃

𝑚 = 2 𝑚 = 3

𝑚 = 1

𝑧

𝑚 = Τ1 2

𝑚 = Τ3 2 𝑚 = Τ5 2

随着𝒎的增加，

主瓣逐渐变窄，

且越来越靠近

天线轴线方向。

随着𝒎的增加，

主瓣逐渐变窄，

且越来越靠近

天线轴线方向。

21

短天线、半波天线、全波天线辐射角分布比较

𝑚 = 0.1

𝑚 = 0.5

𝑚 = 1.0

ቤ
𝑑 𝑃

𝑑Ω
𝑚=1.0

, 4 × ቤ
𝑑 𝑃

𝑑Ω
𝑚=0.5

, 1670 × ቤ
𝑑 𝑃

𝑑Ω
𝑚=0.1
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天线的辐射功率和辐射电阻

辐射总功率：

𝑃 =
𝜇0𝑐𝐼0

2

4𝜋
න
0

𝜋

𝑔2 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃

定义天线的辐射电阻 𝑅𝑟：

𝑃 ≜
1

2
𝐼𝑚
2 𝑅𝑟

𝑅0 ≜
𝜇0𝑐

2𝜋
න
0

𝜋

𝑔2 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃 ≈ 60න
−1

1 cos 𝑚𝜋𝑢 − cos 𝑚𝜋 2

1 − 𝑢2
𝑑𝑢

≜
1

2
𝐼0
2𝑅0

其中，𝑅0具有电阻的量纲，其定义为：

⟹ 𝑅𝑟 =

𝑅0, 𝑚 ≥ Τ1 2

𝑅0
sin2𝑚𝜋

, 𝑚 < Τ1 2

23

 天线的辐射电阻表示天线的辐射能力

辐射电阻越大，天线辐射能力越强

 可将辐射电阻，视为天线电流驱动电路的负载电阻

𝑅𝑟 Ω

𝑚0
0

100

200

300

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

73.1

121
105

199

259 296

 对于短天线（𝑚 ≪ 1），𝑅𝑟 ≈ 197𝑚2 Ω

24

天线的辐射功率和辐射电阻

合适的天线阵列可提高辐射功率并增强辐射的方向性

𝑥

𝐴 𝐵

Τ𝜆 4

𝑧

𝑥

𝑦

横向排列的两根半波天线：

൞
𝐼𝐴 𝑡, 𝑧 = 𝐼0 cos 𝑘𝑧 𝑒

−𝑖𝜔𝑡

𝐼𝐵 𝑡, 𝑧 = 𝐼0 cos 𝑘𝑧 𝑒
−𝑖 𝜔𝑡+ Τ𝜋 2
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25

横向天线阵列与纵向天线阵列

𝑦

𝑧

𝜙

𝑥
𝑦

𝑧

𝑥

26

§3  小场源辐射

27

前面给出了谐振电流 റ𝐽 𝑡, റ𝑥 = റ𝐽0 റ𝑥 𝑒−𝑖𝜔𝑡 的辐射场矢量势为

其中

除了场源尺度 𝑅 和场、源距离 𝑟 外，此处还涉及到第三个尺度，

即电磁波的波长 𝜆：

റ𝐴 𝑡, റ𝑥 =
𝜇0𝑒

𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
න𝑑3𝑥′ റ𝐽 𝑡, റ𝑥′ 𝑒−𝑖𝑘⋅ റ𝑥

′

𝑘 =
𝜔

𝑐
Ƹ𝑟

𝜆 =
2𝜋

𝑘
=
2𝜋𝑐

𝜔
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28

 由于研究的是辐射场，自然要求

 如果场源尺度 𝑅 不仅远小于场、源间的距离 𝑟，而且也远小

于波长 𝜆，即

𝑅 ≪ 𝑟, 𝜆 ≪ 𝑟

𝑅 ≪ 𝑟, 𝑅 ≪ 𝜆

 在小场源情形下，由于 𝑘 ⋅ റ𝑥′ 为小量，因而将推迟因子

𝑒−𝑖𝑘⋅ റ𝑥
′
按照小量 𝑘 ⋅ റ𝑥′ 展开，由此即可给出辐射场的主要贡

献以及对其的各阶修正。

则称其为小场源。

29

小场源近似下的矢量势

在小场源近似下，将磁矢势的相因子 𝑒−𝑖𝑘⋅ റ𝑥
′
按照 𝑘 ⋅ റ𝑥′ 展开

=
𝜇0𝑒

𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
නറ𝐽 𝑡, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′ − 𝑖𝑘 ⋅ නറ𝑥′ റ𝐽 𝑡, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′ +⋯

=
𝜇0𝑒

𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
නറ𝐽 𝑡, റ𝑥′ 𝑑3𝑥′ +

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
නറ𝐽 𝑡, റ𝑥′ റ𝑥′𝑑3𝑥′ ⋅ Ƹ𝑟 + ⋯

റ𝐴 𝑡, റ𝑥 =
𝜇0𝑒

𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
න𝑑3𝑥′ റ𝐽 𝑡, റ𝑥′ 𝑒−𝑖𝑘⋅ റ𝑥

′

= റ𝐴1 𝑡, റ𝑥 + റ𝐴2 𝑡, റ𝑥 + ⋯

注：展开各级间幅度相差 Τ𝑹 𝝀的量级。

30

关于局域电流的两个关系

න𝑑𝑉 റ𝐽 = ሶറ𝑝, න𝑑𝑉 റ𝐽 റ𝑥 = 𝑚 ×ി𝐼 +
1

6
ሶ
𝐷 +

1

6
ሶ𝑔ി𝐼

其中， റ𝑝,𝑚, 𝐷分别为电偶极矩、磁偶极矩和电四极矩：

റ𝑝 ≜ නറ𝑥𝑑𝑞 , 𝑚 ≜
1

2
න റ𝑥 × 𝑑 റ𝐼 , 𝐷 ≜ න 3റ𝑥 റ𝑥 − 𝑟2ി𝐼 𝑑𝑞

而 𝑔 ≜ ׬ 𝑟2𝑑𝑞。

റ𝐴 𝑡, റ𝑥 =
𝜇0𝑒

𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
ሶറ𝑝 𝑡 +

1

𝑐
ሶ𝑚 𝑡 × Ƹ𝑟 +

1

6𝑐
Ƹ𝑟 ⋅

ሷ
𝐷 𝑡 +

1

6𝑐
ሷ𝑔 𝑡 Ƹ𝑟 + ⋯

利用前面得到的关于局域电流的两个关系，给出
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31

根据 𝐵 = 𝑖𝑘 × റ𝐴， ሷ𝑔 𝑡 Ƹ𝑟 项对辐射场并无贡献，因而可将其从矢

势中剔除。这样就得到小场源近似下矢势的多极展开

റ𝐴 𝑡, റ𝑥 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝜀0𝑐
2𝑟

ሶറ𝑝 𝑡 +
1

𝑐
ሶ𝑚 𝑡 × Ƹ𝑟 +

1

6𝑐
Ƹ𝑟 ⋅

ሷ
𝐷 𝑡 + ⋯

 可证：𝑨的第二个表达式对随时间任意变化的小场源都成立

其中

റ𝑝𝑟 = റ𝑝 𝑡𝑟 , 𝑚𝑟 = 𝑚 𝑡𝑟 , 𝐷𝑟 = 𝐷 𝑡𝑟 𝑡𝑟 ≜ 𝑡 − Τ𝑟 𝑐

 റ𝐴2𝑀 和 റ𝐴2𝐸 均起源于 𝑒−𝑖𝑘⋅ റ𝑥
′
展开式中 𝑘 ⋅ റ𝑥′ 的线性项。

 小场源辐射场的主要贡献通常来自电偶极辐射，

而对其的主要修正则来自磁偶极辐射和电四极辐射。

=
1

4𝜋𝜀0𝑐
2𝑟

ሶറ𝑝𝑟 +
1

𝑐
ሶ𝑚𝑟 × Ƹ𝑟 +

1

6𝑐
Ƹ𝑟 ⋅

ሷ
𝐷𝑟 +⋯

32

关于多极矩的复数表示

以电偶极矩为例。谐振电流电偶极矩的复数表示可写为

റ𝑝 𝑡 = റ𝑝0𝑒
−𝑖𝜔𝑡

一般而言， റ𝑝0 是复矢量，不妨将其记为 റ𝑝0 = റ𝑝0𝑅 + 𝑖 റ𝑝0𝐼，

其中 റ𝑝0𝑅 和 റ𝑝0𝐼 均为与时间无关的实矢量。

Re റ𝑝 𝑡 中 cos𝜔𝑡和 sin𝜔𝑡前的系数分别给出 റ𝑝0 的实部和虚部。

Re റ𝑝 𝑡 = Re റ𝑝0𝑅 + 𝑖 റ𝑝0𝐼 𝑒
−𝑖𝜔𝑡

 若 റ𝑝0𝑅 或 റ𝑝0𝐼 的其中一项为零，则电偶极子沿着某个固定方

向振荡，称其为定向电偶极子。

= റ𝑝0𝑅 cos𝜔𝑡 + റ𝑝0𝐼 sin𝜔𝑡

 物理电偶极矩为 റ𝑝 𝑡 的实部

33

【例】写出电四极张量的分量矩阵 𝐷、 𝐷 中随时间变化周期性

振荡的部分 𝐷′及其复表示 ෩𝐷′。

𝑦

𝑂
𝑥

−𝑒

−𝑒

2𝑒 𝜔𝑡
𝜔𝑡

𝑎

𝑎

𝐷 = −𝑒𝑎2

1 + 3 cos2𝜔𝑡 3 sin 2𝜔𝑡 0

3 sin 2𝜔𝑡 1 − 3cos 2𝜔𝑡 0

0 0 −2

𝐷′ = −3𝑒𝑎2

cos 2𝜔𝑡 sin 2𝜔𝑡 0

sin 2𝜔𝑡 − cos2𝜔𝑡 0

0 0 0

෩𝐷′ = −3𝑒𝑎2

1 𝑖 0

𝑖 −1 0

0 0 0

𝑒−2𝑖𝜔𝑡
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34

⟹

𝑐𝐵 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝜀0𝑐
2𝑟

ሷറ𝑝 × Ƹ𝑟

𝐸 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝜀0𝑐
2𝑟

ሷറ𝑝 × Ƹ𝑟 × Ƹ𝑟

റ𝐴 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝜀0𝑐2𝑟
ሶറ𝑝 𝑡

𝑐𝐵 = 𝜕𝑡 റ𝐴 × Ƹ𝑟, 𝐸 = 𝑐𝐵 × Ƹ𝑟 റ𝑆 =
1

2
𝜀0𝑐

3 𝐵
2
Ƹ𝑟, 𝑃 = ර റ𝑆 𝑟2𝑑Ω

𝑃 =
ሷറ𝑝
2

12𝜋𝜀0𝑐
3

റ𝑆 =
ሷറ𝑝 × Ƹ𝑟

2

32𝜋2𝜀0𝑐
3𝑟2

Ƹ𝑟 辐射能流：

 辐射总功率：

35

关于辐射功率的证明

𝑃 = ර റ𝑆 𝑟2𝑑Ω

=
1

32𝜋2𝜀0𝑐
3ර

ሷറ𝑝 × Ƹ𝑟
2
𝑑Ω

=
1

32𝜋2𝜀0𝑐
3ර

ሷറ𝑝
2
− ሷറ𝑝 ⋅ Ƹ𝑟

2
𝑑Ω

=
1

32𝜋2𝜀0𝑐
3

ሷറ𝑝 ⋅ ර ി𝐼 − Ƹ𝑟 Ƹ𝑟 𝑑Ω ⋅ ሷറ𝑝∗

=
1

32𝜋2𝜀0𝑐
3

ሷറ𝑝 ⋅ 4𝜋ി𝐼 −
4𝜋

3
ി𝐼 ⋅ ሷറ𝑝∗

⟹ 𝑃 =
ሷറ𝑝
2

12𝜋𝜀0𝑐
3

36

定向电偶极子的电磁场

考察定向电偶极子 റ𝑝 𝑡 = റ𝑝0𝑒
−𝑖𝜔𝑡，其中 റ𝑝0 为实矢量。

辐射场是线偏振的TEM（电经磁纬）

𝑐𝐵 = −
𝜔2𝑝0
4𝜋𝜀0𝑐

2

sin 𝜃 𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

𝑟
෠𝜙

𝐸 = −
𝜔2𝑝0
4𝜋𝜀0𝑐

2

sin 𝜃 𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

𝑟
෠𝜃

𝐸

Ƹ𝑟

𝐵

റ𝑝

𝜃
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定向电偶极子的能流及其方向性

 电偶极辐射具有强的方向性：𝑆 ∝ sin2 𝜃，垂直 റ𝑝的方向最强。

 辐射能流：𝑆 ∝ 𝑟−2满足能量守恒。

 辐射功率：在 𝑝0 一定的情况下，𝑃 ∝ 𝜔4。

റ𝑆 =
ሷറ𝑝
2

32𝜋2𝜀0𝑐
3

sin2 𝜃

𝑟2
Ƹ𝑟

辐射能流：

𝑃 = ර റ𝑆 𝑟2𝑑Ω =
1

4𝜋𝜀0

ሷറ𝑝
2

3𝑐3

辐射总功率：

റ𝑝

38

短天线辐射，辐射电阻

对于细的短天线，由于

ሶറ𝑝 = Ƹ𝑧𝑒−𝑖𝜔𝑡න
− Τ𝑙 2

Τ𝑙 2

𝐼 𝑧 𝑑𝑧 =
1

2
𝐼𝑚𝑙𝑒

−𝑖𝜔𝑡 Ƹ𝑧

因而辐射总功率为：

𝑃 =
1

4𝜋𝜀0

ሷറ𝑝
2

3𝑐3
=

𝜔2𝑙2𝐼𝑚
2

48𝜋𝜀0𝑐
3 =

𝜋

12𝜀0𝑐

𝑙

𝜆

2

𝐼𝑚
2 ≜

1

2
𝑅𝑟𝐼𝑚

2

𝐼 𝑧 = 𝐼𝑚 1 −
2

𝑙
𝑧

𝐼𝑚 𝐼𝑚

 峰值电流 𝐼𝑚 一定时，𝑃 ∝ 𝜔2。

 短天线的辐射电阻 𝑅𝑟 ≜
𝜋

6

𝜇0
𝜀0

𝑙

𝜆

2

≈ 197
𝑙

𝜆

2

Ω

 要提高天线的辐射能力，需要增大天线的长度以致 𝑙~𝜆，

此时天线的辐射已不能用电偶极辐射来近似描写。

39

【例】点电荷 𝑒 绕着原点做半径为 𝑅 的匀速圆周运动，试确定

其电偶极辐射场以及辐射功率。设运动速度 𝑣 = 𝜔𝑅 ≪ 𝑐。

【解】由于

在球坐标系中将其写为
𝑥

𝑦

𝑧

𝑂

𝜔𝑡 𝑅

𝑒
𝑣

Re റ𝑝 = 𝑒𝑅 ො𝑥 cos𝜔𝑡 + ො𝑦 sin𝜔𝑡

所以

റ𝑝 = 𝑒𝑅 ො𝑥 + 𝑖 ො𝑦 𝑒−𝑖𝜔𝑡

റ𝑝 = 𝑒𝑅 Ƹ𝑟 sin 𝜃 + ෠𝜃 cos 𝜃 + 𝑖 ෠𝜙 𝑒𝑖 𝜙−𝜔𝑡

ሷറ𝑝 = −𝑒𝑎 Ƹ𝑟 sin 𝜃 + ෠𝜃 cos 𝜃 + 𝑖 ෠𝜙 𝑒𝑖 𝜙−𝜔𝑡

由此得到（其中 𝑎 = 𝜔2𝑅为粒子的加速度）
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40

𝐵 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝜀0𝑐
3𝑟

ሷറ𝑝 × Ƹ𝑟 =
𝑒𝑎

4𝜋𝜀0𝑐
3

−𝑖 ෠𝜃 + ෠𝜙 cos 𝜃

𝑟
𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡+𝜙

𝐸 = 𝑐𝐵 × Ƹ𝑟 =
𝑒𝑎

4𝜋𝜀0𝑐
2

෠𝜃 cos 𝜃 + 𝑖 ෠𝜙

𝑟
𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡+𝜙

偏振度

෨𝑅 =
𝐸𝜙

𝐸𝜃
=

𝑖

cos 𝜃

 0 ≤ 𝜃 < Τ𝜋 2：右旋椭圆偏振

 𝜃 = 0：右旋圆偏振

偏振态与电荷符号无关，

电场与粒子同向旋转。

 Τ𝜋 2 < 𝜃 ≤ 𝜋：左旋椭圆偏振

 𝜃 = 𝜋：左旋圆偏振

 𝜃 = Τ𝜋 2：线偏振

41

𝑑 𝑃

𝑑Ω
=

ሷറ𝑝 × Ƹ𝑟
2

32𝜋2𝜀0𝑐
3 =

𝑒2𝑎2

32𝜋2𝜀0𝑐
3 1 + cos2 𝜃

⟹ 𝑃 =
𝑒2𝑎2

6𝜋𝜀0𝑐
3

对于电子或质子，𝑒为基本电量，定义

𝑃 =
2

3

𝑒𝑠
2𝑎2

𝑐3

𝑒𝑠
2 ≜

𝑒2

4𝜋𝜀0
= 1.44 MeV ⋅ fm

可将辐射功率写为

低速圆周运动点电荷的辐射功率角分布为

𝑧

42

⟹

𝑐𝐵 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝜀0𝑐
3𝑟

ሷ𝑚 × Ƹ𝑟 × Ƹ𝑟

𝐸 = −
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝜀0𝑐
3𝑟

ሷ𝑚× Ƹ𝑟

റ𝐴 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝜀0𝑐3𝑟
ሶ𝑚 × Ƹ𝑟

𝑐𝐵 = 𝜕𝑡 റ𝐴 × Ƹ𝑟, 𝐸 = 𝑐𝐵 × Ƹ𝑟 റ𝑆 =
1

2
𝜀0𝑐

3 𝐵
2
Ƹ𝑟, 𝑃 = ර റ𝑆 𝑟2𝑑Ω

𝑃 =
ሷ𝑚
2

12𝜋𝜀0𝑐
5

റ𝑆 =
ሷ𝑚 × Ƹ𝑟

2

32𝜋2𝜀0𝑐
5𝑟2

Ƹ𝑟 辐射能流：

 辐射总功率：

𝐸 ⟹ 𝑐𝐵

𝑐𝐵 ⟹ −𝐸

𝑐 റ𝑝 ⟹ 𝑚

电
偶
极
子

磁
偶
极
子
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43

定向磁偶极子的电磁场结构

𝐸

Ƹ𝑟𝐵

𝑚

𝜃 辐射场是线偏振的TEM （电纬磁经）

𝑐𝐵 = −
𝜔2𝑚0

4𝜋𝜀0𝑐
3

sin 𝜃 𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

𝑟
෠𝜃

𝐸 =
𝜔2𝑚0

4𝜋𝜀0𝑐
3

sin 𝜃 𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡

𝑟
෠𝜙

44

【解】磁偶极矩为𝑚 = 𝑚0𝑒
−𝑖𝜔𝑡 Ƹ𝑧，其中𝑚0 = 𝜋𝑅2𝐼𝑚。因而

【例】求半径为 𝑅的圆线圈谐振电流 𝐼 = 𝐼𝑚𝑒
−𝑖𝜔𝑡 的辐射功率。

𝐼

റ𝑆 =
ሷ𝑚 × Ƹ𝑟

2

32𝜋2𝜀0𝑐
5𝑟2

Ƹ𝑟 =
𝜔4𝑚0

2

32𝜋2𝜀0𝑐
5𝑟2

sin2 𝜃 Ƹ𝑟

𝑃 =
𝜔4𝑚0

2

12𝜋𝜀0𝑐
5

≜
1

2
𝑅𝑟𝐼𝑚

2

𝑅𝑟 ≜
8𝜋5

3

𝜇0
𝜀0

𝑅

𝜆

4

≈ 3.07 × 105
𝑅

𝜆

4

Ω

辐射总功率：

圆环电流的辐射电阻：
𝛻 ⋅ റ𝐽 = 0

𝜕𝑡𝜌 = 0

=
4𝜋5

3𝜀0𝑐

𝑅

𝜆

4

𝐼𝑚
2 =

4𝜋5

3

𝜇0
𝜀0

𝑅

𝜆

4

𝐼𝑚
2

45

电偶极子与磁偶极子的辐射电阻

𝑅𝑟𝑃 ≜
𝜋

6

𝜇0
𝜀0

𝑙

𝜆

2

, 𝑅𝑟𝑀 ≜
8𝜋5

3

𝜇0
𝜀0

𝑅

𝜆

4

𝑅𝑟𝑀
𝑅𝑟𝑃

= 16𝜋4
𝑅

𝜆

2

≈ 1600
𝑅

𝜆

2

当 𝑙 = 𝑅时有

𝐼𝑚 𝐼𝑚

电偶极辐射系统

𝐼𝑚 𝐼𝑚

磁偶极辐射系统

 当 Τ𝑹 𝝀 > Τ𝟏 𝟒𝟎时，磁偶极辐射反而占优

 对高频（如电视信号），通常用圆环天线

 若50 MHz，波长6 m。𝑅 > 15 cm即满足条件

 若200 MHz，波长1.5 m。𝑅 = 15 cm时磁偶极大优

电、磁偶极子辐射强度比较
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⟹

𝑐𝐵 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

24𝜋𝜀0𝑐
3𝑟

Ƹ𝑟 ⋅
ሸ
𝐷 × Ƹ𝑟

𝐸 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

24𝜋𝜀0𝑐
3𝑟

Ƹ𝑟 ⋅
ሸ
𝐷 × Ƹ𝑟 × Ƹ𝑟

റ𝐴 =
𝑒𝑖𝑘𝑟

24𝜋𝜀0𝑐3𝑟
Ƹ𝑟 ⋅

ሷ
𝐷

𝑐𝐵 = 𝜕𝑡 റ𝐴 × Ƹ𝑟, 𝐸 = 𝑐𝐵 × Ƹ𝑟 റ𝑆 =
1

2
𝜀0𝑐

3 𝐵
2
Ƹ𝑟, 𝑃 = ර റ𝑆 𝑟2𝑑Ω

𝑃 =

ሸ
𝐷

2

1440𝜋𝜀0𝑐
5

റ𝑆 =
Ƹ𝑟 ⋅
ሸ
𝐷 × Ƹ𝑟

2

1152𝜋2𝜀0𝑐
5𝑟2

Ƹ𝑟 辐射能流：

 辐射总功率：

47

关于辐射功率的证明

设 Ƹ𝑟 = 𝑛𝑘 ො𝑥𝑘，则 Ƹ𝑟 ⋅
ሸ
𝐷 × Ƹ𝑟 = 𝑛𝑖𝑛𝑘ሸ𝐷𝑖𝑗 ො𝑥𝑗 × ො𝑥𝑘，从而

=
4𝜋

15
ሸ𝐷𝑖𝑗
∗ ሸ𝐷𝑙𝑚 4𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑚 − 𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑙 − 𝛿𝑖𝑗𝛿𝑙𝑚

=
4𝜋

15
4ሸ𝐷𝑖𝑗

∗ ሸ𝐷𝑖𝑗 − ሸ𝐷𝑖𝑗
∗ ሸ𝐷𝑗𝑖 − ሸ𝐷𝑖𝑖

∗ ሸ𝐷𝑙𝑙 =
4𝜋

5
ሸ𝐷𝑖𝑗
∗ ሸ𝐷𝑖𝑗 =

4𝜋

5
ሸ
𝐷

2

ර Ƹ𝑟 ⋅
ሸ
𝐷 × Ƹ𝑟

2

𝑑Ω = ሸ𝐷𝑖𝑗
∗ ሸ𝐷𝑙𝑚 𝛿𝑗𝑚𝛿𝑘𝑛 − 𝛿𝑗𝑛𝛿𝑘𝑚 ර𝑛𝑖𝑛𝑘𝑛𝑙𝑛𝑛𝑑Ω

= ሸ𝐷𝑖𝑗
∗ ሸ𝐷𝑙𝑚 𝛿𝑗𝑚𝛿𝑘𝑛 − 𝛿𝑗𝑛𝛿𝑘𝑚 ⋅

4𝜋

15
𝛿𝑖𝑘𝛿𝑙𝑛 + 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑘𝑛 + 𝛿𝑖𝑛𝛿𝑘𝑙

⟹ 𝑃 =
1

1152𝜋2𝜀0𝑐
5ර Ƹ𝑟 ⋅

ሸ
𝐷 × Ƹ𝑟

2

𝑑Ω =

ሸ
𝐷

2

1440𝜋𝜀0𝑐
5

48

【解】𝐷 = 6𝑄𝑅2 ො𝑥 ො𝑦 + ො𝑦ො𝑥

【例】计算图示场源的辐射场与辐射功率，

其中 𝑄 = 𝑄0𝑒
−𝑖𝜔𝑡。 +𝑄

+𝑄

−𝑄

−𝑄

𝑥
𝑂

𝑅

𝑦

Ƹ𝑟 ⋅ 𝐷 = 6𝑄𝑅2 𝑛𝑥 ො𝑦 + 𝑛𝑦 ො𝑥 , Ƹ𝑟 = 𝑛𝑥 ො𝑥 + 𝑛𝑦 ො𝑦 + 𝑛𝑧 Ƹ𝑧

Ƹ𝑟 ⋅ 𝐷 × Ƹ𝑟 = 6𝑄𝑅2 𝑛𝑥𝑛𝑧 ො𝑥 − 𝑛𝑦𝑛𝑧 ො𝑦 + 𝑛𝑦
2 − 𝑛𝑥

2 Ƹ𝑧

Ƹ𝑟 ⋅
ሸ
𝐷 × Ƹ𝑟

2

= 36𝜔4𝐼𝑚
2 𝑅4 𝑛𝑥

2 + 𝑛𝑦
2 𝑛𝑧

2 + 𝑛𝑦
2 − 𝑛𝑥

2 2

= 36𝜔4𝐼𝑚
2 𝑅4 sin2 𝜃 cos2 𝜃 + sin4 𝜃 cos2 𝜙 − sin2 𝜙 2

= 36𝜔4𝐼𝑚
2 𝑅4 sin2 𝜃 1 − sin2 𝜃 sin2 2𝜙

【注】𝐼 = ሶ𝑄 = −𝑖𝐼𝑚𝑒
−𝑖𝜔𝑡, 𝐼𝑚 = 𝜔𝑄0
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റ𝑆 =
𝜔4𝐼𝑚

2 𝑅4

32𝜋2𝜀0𝑐
5𝑟2

sin2 𝜃 1 − sin2 𝜃 sin2 2𝜙

平面电四极子的能流及方向性

𝑥

𝑦
𝑧

50

𝑃 = ර റ𝑆 𝑟2𝑑Ω

=
𝜔4𝐼𝑚

2 𝑅4

32𝜋2𝜀0𝑐
5න

0

2𝜋

𝑑𝜙න
0

𝜋

𝑑𝜃 sin3 𝜃 1 − sin2 𝜃 sin2 2𝜙

=
𝜔4𝐼𝑚

2 𝑅4

20𝜋𝜀0𝑐
5
=

4

5𝜀0𝑐

𝑅

𝜆

4

𝐼𝑚
2 =

4

5
𝜋3

𝜇0
𝜀0

𝑅

𝜆

4

𝐼𝑚
2 ≜

1

2
𝑅𝑟𝐼𝑚

2

𝑅𝑟 ≜
8𝜋3

5

𝜇0
𝜀0

𝑅

𝜆

4

≈ 1.87 × 104
𝑅

𝜆

4

Ω

平面电四极子的辐射功率和辐射电阻

辐射总功率：

辐射电阻：

51

【例】计算图示场源的辐射场与辐射功率，其中 𝑄 = 𝑄0𝑒
−𝑖𝜔𝑡。

+𝑄

−2𝑄

+𝑄

𝑧

+𝑙

𝑂

−𝑙

𝑧


