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§3  磁标势

2

当空间中存在介质时，静磁场的基本方程为

𝛻 ⋅ 𝐵 = 0, 𝛻 × 𝐻 = റ𝐽𝑓, 𝐵 = 𝜇0 𝐻 +𝑀

 如果全空间皆无传导电流（例如永磁体），则

此情形下，H矢量可以用标量势𝜓描述，称为磁标势：

 如果空间中有传导电流，尽管在挖去传导电流的区域 𝑉 内 𝐻

无旋，但是，为了能用单值磁标势描述场，我们还应要求 𝑉

是单连通的。

𝛻 × 𝐻 റ𝑥 = 0, ∀ റ𝑥

𝐻 റ𝑥 = −𝛻𝜓 റ𝑥

3

全空间挖去以载流线圈为边界的曲面后，

仍是一个单连通区域。

𝐶

Σ

𝐶

Σ

𝐶 Σ

𝐶
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下面以载流线圈激发的磁场为例，说明用磁标势描述传导电流

激发的磁场的可能性及其条件。设空间中无介质。

由 BSL定律知，载流线圈激发的H 矢量为

利用 Stokes 定理可得：

𝐻 റ𝑥 =
𝐵 റ𝑥

𝜇0
=

𝐼

4𝜋
ර
𝐶

𝑑റ𝑙′ ×
෡ℝ

ℝ2

𝐻 റ𝑥 =
𝐼

4𝜋
න
Σ

𝑑 റ𝜎′ × 𝛻′ ×
෡ℝ

ℝ2

=
𝐼

4𝜋
න
Σ

𝛻′
෡ℝ

ℝ2 ⋅ 𝑑 റ𝜎′ − 𝛻′ ⋅
෡ℝ

ℝ2 𝑑 റ𝜎′

ℝ

റ𝑥

𝐶

Σ

𝐼

𝑑 റ𝜎′

−෡ℝ

5

由此得到

其中，Σ是载流线圈所围的任一指定曲面。

𝐻 റ𝑥 = 𝛻
𝐼

4𝜋
න
Σ

−෡ℝ ⋅ 𝑑 റ𝜎′

ℝ2 + 𝐼න
Σ

𝛿 റ𝑥 − റ𝑥′ 𝑑 റ𝜎′

如果场点 റ𝑥 不在所选曲面 Σ 上，则上式第二个积分为零，此时

H矢量可以用标量势描述。

为了用磁标势描述传导电流激发的H 矢量，

解域 𝑽应是不包含传电流的单连通区域。

6

 曲面 Σ相对于场点 റ𝑥所张立体角：

 磁标势：

 H 矢量：

Ω റ𝑥 = න
Σ

−෡ℝ ⋅ 𝑑 റ𝜎′

ℝ2

𝜓 റ𝑥 ≜ −
𝐼

4𝜋
Ω റ𝑥

𝐻 റ𝑥 = −𝛻𝜓 റ𝑥

𝐵 റ𝑥 = 𝜇0𝐻 റ𝑥 =
𝜇0𝐼

4𝜋
𝛻Ω റ𝑥

 磁感应强度：
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【例】圆环电流轴线上的磁场。

【解】取以圆环为边界的球冠计算立体角：

由于对称轴上的 𝐵平行于对称轴，因而

Ω 𝑧 = −න
0

2𝜋

𝑑𝜙න
0

𝜃0

sin 𝜃 𝑑𝜃

= −2𝜋 1 − cos 𝜃0

𝐵

𝑃

𝜃0
𝑧

𝑎𝑂

𝐼
⟹ Ω 𝑧 = −2𝜋 1 −

𝑧

𝑎2 + 𝑧2

𝐵 𝑧 =
𝜇0𝐼

4𝜋

𝑑Ω

𝑑𝑧
Ƹ𝑧 =

𝜇0𝐼

2

𝑎2

𝑎2 + 𝑧2 Τ3 2
Ƹ𝑧
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【例】小载流线圈在远处的场。

【解】载流线圈所围曲面相对于场点 റ𝑥的立体角为

由于 𝑟 ≫ 𝑎，因而

Ω റ𝑥 = න
Σ

−෡ℝ ⋅ 𝑑 റ𝜎′

ℝ2

ℝ = റ𝑥 − റ𝑥′ ≈ റ𝑥 = 𝑟 Ƹ𝑟

⟹ Ω റ𝑥 ≈ −
Ƹ𝑟

𝑟2
⋅ න

Σ

𝑑 റ𝜎′ = −
Σ ⋅ Ƹ𝑟

𝑟2

ℝ

𝑃

𝑑 റ𝜎′

𝐼

𝑂
𝐶

𝑎

Σ

റ𝑥

റ𝑥′

⟹ 𝜓 റ𝑥 = −
𝐼

4𝜋
Ω റ𝑥 =

𝑚 ⋅ Ƹ𝑟

4𝜋𝑟2
, 𝑟 ≫ 𝑎

⟹ 𝐵 റ𝑥 = −𝜇0𝛻𝜓 റ𝑥 =
𝜇0
4𝜋𝑟3

3 𝑚 ⋅ Ƹ𝑟 Ƹ𝑟 − 𝑚 , 𝑟 ≫ 𝑎

9

如果介质的磁化状态（即𝑀）已知，则磁化电流分布为

在介质界面上，场方程写为边值关系：

 利用H矢量的定义，可将场方程改写为

而磁化电流激发的场满足方程

റ𝐽′ = 𝛻 ×𝑀, 𝐾′ = ො𝑛 × 𝑀2 −𝑀1

𝛻 × 𝐻 = 0, 𝛻 ⋅ 𝐻 = −𝛻 ⋅ 𝑀 ≜ 𝜌∗

𝛻 × 𝐻 = 0, 𝛻 ⋅ 𝐵 = 0, 𝐵 = 𝜇0 𝐻 +𝑀

ො𝑛 × 𝐻2 −𝐻1 = 0, ො𝑛 ⋅ 𝐻2 −𝐻1 = ො𝑛 ⋅ 𝑀1 −𝑀2 ≜ 𝜎∗
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 由于 H 矢量在全空间每一点皆无旋，故可用磁标势描述之：

 在均匀介质内，磁标势满足 Poisson 方程

在介质界面上，𝜓满足边值关系：

 一旦求解出磁标势，H 矢量就知道了，而磁感应强度则为：

𝐻 റ𝑥 = −𝛻𝜓 റ𝑥 , ∀ റ𝑥

𝛻2𝜓 = 𝛻 ⋅ 𝑀 = −𝜌∗

𝜓1 = 𝜓2,
𝜕𝜓1
𝜕𝑛

−
𝜕𝜓2

𝜕𝑛
= ො𝑛 ⋅ 𝑀1 −𝑀2 = 𝜎∗

𝐵 = 𝜇0 𝐻 +𝑀

11

【例】厚为 ℎ 的无限大磁介质板被均匀磁化，试求磁化电流产

生的磁场 𝐵。已知磁化强度为

𝑀 = 𝑀 ො𝑥 sin 𝜃 + Ƹ𝑧 cos 𝜃

𝑥

𝑦

𝑧

𝑀𝜃ℎ

12

电流观点

𝐾1
′ = +𝑀 × Ƹ𝑧 = −𝑀 sin 𝜃 ො𝑦 ≜ −𝐾′

𝐾2
′ = −𝑀 × Ƹ𝑧 = +𝑀 sin 𝜃 ො𝑦 ≜ +𝐾′

⟹ 𝐻 =
𝐵

𝜇0
−𝑀 = −𝑀cos 𝜃 Ƹ𝑧

𝑀

⟹ 𝐵 = 𝜇0𝐾
′ × Ƹ𝑧 = 𝜇0𝑀sin 𝜃 ො𝑥

𝐻 𝐵
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磁荷观点

𝜎1
∗ = +𝑀 ⋅ Ƹ𝑧 = +𝑀 cos 𝜃 ≜ +𝜎∗

𝜎2
∗ = −𝑀 ⋅ Ƹ𝑧 = −𝑀 cos 𝜃 ≜ −𝜎∗

⟹ 𝐻 = −𝜎∗ Ƹ𝑧 = −𝑀 cos 𝜃 Ƹ𝑧

⟹ 𝐵 = 𝜇0 𝐻 +𝑀 = 𝜇0𝑀sin 𝜃 ො𝑥

𝑀 𝐻 𝐵

14

【例】求半径为 𝑅、均匀磁化介质球产生的磁场 𝐵。已知

𝑀 = 𝑀 Ƹ𝑧

𝐾′ = 𝑀 × Ƹ𝑟 = 𝑀 sin 𝜃 ෠𝜙 𝜎∗ = 𝑀 ⋅ Ƹ𝑟 = 𝑀 cos 𝜃

15

【解】球内、球外的磁标势 𝜓1 和 𝜓2 均满足 Laplace 方程，而

在界面处（𝑟 = 𝑅）则满足边值关系：

由对称性，拉普拉斯方程在球坐标系下的一般解为

根据边值关系的特点，不妨设

如此磁标势自动连续，而由第二个边值关系易得

𝜓1 = 𝜓2,
𝜕𝜓1
𝜕𝑛

−
𝜕𝜓2

𝜕𝑛
= Ƹ𝑟 ⋅ 𝑀 = 𝑀 cos 𝜃

𝜓 𝑟, 𝜃 =෍

𝑙=0

∞

𝑎𝑙𝑟
𝑙 +

𝑏𝑙
𝑟𝑙+1

𝑃𝑙 cos 𝜃

𝜓1 = 𝐴
𝑟

𝑅
cos 𝜃 , 𝜓2 = 𝐴

𝑅2

𝑟2
cos 𝜃

𝐴 =
1

3
𝑀𝑅
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将 𝐴代入磁标势的表达式，得到

其中，𝑚是介质球的总磁矩

H 矢量为

磁感应强度为

𝜓1 =
1

3
𝑀 ⋅ റ𝑥, 𝜓2 =

1

3
𝑀 ⋅ റ𝑥

𝑅3

𝑟3
=
𝑚 ⋅ Ƹ𝑟

4𝜋𝑟2

𝑚 =
4𝜋𝑅3

3
𝑀

𝐻1 = −𝛻𝜓1 = −
1

3
𝑀, 𝐻2 = −𝛻𝜓2 =

1

4𝜋𝑟3
3 𝑚 ⋅ Ƹ𝑟 Ƹ𝑟 − 𝑚

𝐵1 = 𝜇0 𝐻1 +𝑀 =
2

3
𝜇0𝑀, 𝐵2 = 𝜇0𝐻2 =

𝜇0
4𝜋𝑟3

3 𝑚 ⋅ Ƹ𝑟 Ƹ𝑟 −𝑚

17

H 线 B 线

18

【思考】求内外半径分别为 𝑎 和 𝑏 的均匀磁化介质球壳产生的

磁场 𝐵。已知磁化强度为𝑀。

𝑀 𝑀
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【思考】内外半径分别为𝑎、𝑏的无限长磁化柱壳，磁化强度为

𝑀 = 𝑀 Ƹ𝑠 cos𝜙 + ෠𝜙 sin𝜙 = 𝑀 ො𝑥 cos 2𝜙 + ො𝑦 sin 2𝜙

ො𝑦

ො𝑥

Ƹ𝑠෠𝜙
𝜙

𝜙

试求磁标势以及磁感应强度的空间分布。

20

 利用本构关系，在均匀介质内部，H矢量满足方程：

当空间中分布有简单介质时，在不含传导电流的区域，磁场满

足方程

在介质界面上，场方程写为边值关系：

𝛻 × 𝐻 = 0, 𝛻 ⋅ 𝐵 = 0, 𝐵 റ𝑥 = 𝜇 റ𝑥 𝐻 റ𝑥

𝛻 × 𝐻 = 0, 𝛻 ⋅ 𝐻 = 0

ො𝑛 × 𝐻2 −𝐻1 = 0, ො𝑛 ⋅ 𝜇2𝐻2 − 𝜇1𝐻1 = 0

21

 在不含传导电流的单连通区域 𝑉 内，H 矢量可用磁标势描述：

 在均匀介质内，磁标势满足 Laplace 方程

在介质界面上，𝜓满足边值关系：

 一旦求解出磁标势，H 矢量就知道了，而磁感应强度则为：

𝐻 റ𝑥 = −𝛻𝜓 റ𝑥 , റ𝑥 ∈ 𝑉

𝛻2𝜓 = 0

𝜓1 = 𝜓2, 𝜇1
𝜕𝜓1
𝜕𝑛

= 𝜇2
𝜕𝜓2

𝜕𝑛

𝐵 = 𝜇𝐻
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【例】内、外半径分别为 𝑎 和 𝑏 的无限长磁介质柱壳处在均匀

外磁场 𝐵0 中， 𝐵0垂直于柱壳轴线（设为 𝑧 轴）。已知介质的

相对磁导率为 𝜇𝑟。试求空腔内的磁场。

𝐵 = 𝐵0 ො𝑥

𝑥

𝑦

𝑃
𝑠

𝑎
𝜙

𝜇𝑟

𝑏

𝜓2 𝜓1𝜓3

23

【解】本问题中𝜙 ∈ 0,2𝜋 ，故磁标势的单值性要求一般解为：

设壳内、壳中、壳外的磁标势分别为 𝜓1、𝜓2 和𝜓3。用以定解

的边界条件包含

（2）𝜓1的有限性

𝜓 = 𝑎0 + 𝑏0 ln 𝑠 + ෍

𝑚=1

∞

𝑎𝑚𝑠
𝑚 + 𝑏𝑚𝑠

−𝑚 𝑐𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝑑𝑚 sin𝑚𝜙

𝑠 = 𝑎: 𝜓2 = 𝜓1, 𝜇𝑟
𝜕𝜓2

𝜕𝑠
=
𝜕𝜓1
𝜕𝑠

𝑠 = 𝑏: 𝜓2 = 𝜓3, 𝜇𝑟
𝜕𝜓2

𝜕𝑠
=
𝜕𝜓3

𝜕𝑠

𝜓3 ⟶−𝐻0 ⋅ റ𝑥 = −
𝐵0
𝜇0
𝑠 cos 𝜙 , 𝑠 ⟶ ∞

（1）边值关系：

（3）𝜓3的渐近条件：

24

根据此渐近条件的特点，不妨设：

由 𝑠 = 𝑎处的边值关系可得：

而由 𝑠 = 𝑏处的边值关系则可得：

𝐶1 =
𝜇𝑟 + 1

2𝜇𝑟
𝐴, 𝐶2 =

𝜇𝑟 − 1

2𝜇𝑟
𝐴

𝐶1
𝑏

𝑎
+ 𝐶2

𝑎

𝑏
= −

𝐵0
𝜇0
𝑏 + 𝐷, 𝜇𝑟 𝐶1

𝑏

𝑎
− 𝐶2

𝑎

𝑏
= −

𝐵0
𝜇0
𝑏 − 𝐷

𝜓1 = 𝐴
𝑠

𝑎
cos𝜙

𝜓2 = 𝐶1
𝑠

𝑎
+ 𝐶2

𝑎

𝑠
cos𝜙

𝜓3 = −
𝐵0
𝜇0
𝑠 cos𝜙 + 𝐷

𝑏

𝑠
cos𝜙

⟹

𝜕𝑠𝜓1 =
𝐴

𝑎
cos𝜙

𝜕𝑠𝜓2 =
𝐶1
𝑎
−
𝐶2𝑎

𝑠2
cos𝜙

𝜕𝑠𝜓3 = −
𝐵0
𝜇0

+
𝐷𝑏

𝑠2
cos𝜙
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由此可得：

因而，壳内的磁标势为：

而壳内的磁感应强度为：

𝐴 = −
Τ4𝜇𝑟𝑎𝐵0 𝜇0

𝜇𝑟 + 1 2 − 𝜇𝑟 − 1 2 Τ𝑎2 𝑏2

𝜓1 = 𝐴
𝑠

𝑎
cos𝜙 =

𝐴

𝑎
𝑥

𝐵1 = −𝜇0𝛻𝜓1 = −
𝜇0𝐴

𝑎
ො𝑥 =

4𝜇𝑟
𝜇𝑟 + 1 2 − 𝜇𝑟 − 1 2 Τ𝑎2 𝑏2

𝐵0

𝜇𝑟≫1
𝐵 ≈

1

1 − Τ𝑎2 𝑏2
4𝐵0
𝜇𝑟

𝑏≫𝑎
𝐵 ≈

4𝐵0
𝜇𝑟

磁导率越大、壳壁越厚，屏蔽效果越好。

26

𝑏 = 2𝑎, 𝜇𝑟 = 2

𝑏 = 2𝑎, 𝜇𝑟 = 5

27

𝑏 = 2𝑎, 𝜇𝑟 = 10

𝑏 = 2𝑎, 𝜇𝑟 = 50


