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§3  分离变量法

2

本节讨论利用分离变量方法求解拉普拉斯方程 𝛻2𝜑 = 0，设 𝜑

满足合适的边界条件。分离变量法的要点是

 根据边界条件的对称性，选择合适坐标系 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 ：

 寻找拉普拉斯方程的如下形式的解（分离变量解），将偏微

分方程的求解转化为常微分方程的求解：

 分离变量解构成了相应解域内的正交完备函数系，拉普拉斯

方程的一般解可以写为其线性组合。

 合适的边界条件可唯一确定组合系数，从而得到问题的解。

𝜑 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 = 𝐹 𝑢1 𝐺 𝑢2 𝐻 𝑢3

𝜑 = 𝜑 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3

3

直角坐标系中，拉普拉斯方程写为：

按照分离变量法的精神，我们尝试求如下形式的解：

对此种形式的解，拉普拉斯方程化简为：

分离参数 𝛼、𝛽和 𝛾须满足 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 = 0。

𝛻2𝜑 = 𝜕𝑥
2𝜑 + 𝜕𝑦

2𝜑 + 𝜕𝑧
2𝜑 = 0

𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑋 𝑥 𝑌 𝑦 𝑍 𝑧

𝛻2𝜑

𝜑
=
1

𝑋

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
+
1

𝑌

𝑑2𝑌

𝑑𝑦2
+
1

𝑍

𝑑2𝑍

𝑑𝑧2
= 0

𝛼2 𝛽2 𝛾2
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1. 直角坐标系下的分离变量解

每个二阶常微分方程有两个独立解，一般解是其线性组合。

 对一组确定参数 𝛼,𝛽, 𝛾 ，拉普拉斯方程的解为：

𝜑𝛼𝛽𝛾 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑋𝛼 𝑥 𝑌𝛽 𝑦 𝑍𝛾 𝑧 , 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 = 0

⟹ 𝑋𝛼~ cosh𝛼𝑥 , sinh 𝛼𝑥 ~ 𝑒𝛼𝑥, 𝑒−𝛼𝑥

⟹ 𝑋𝛼~ cos 𝑎𝑥 , sin 𝑎𝑥

⟹ 𝑋𝛼~ 1, 𝑥

𝛼2 > 0

𝛼2 = −𝑎2 < 0

𝛼2 = 0

 以方程 𝑋′′ 𝑥 = 𝛼2𝑋 𝑥 为例

5

2. 直角坐标系下的一般解

拉普拉斯方程的一般解为：

 分离参数 𝛼、𝛽和 𝛾可实、可虚。

 参数 𝛼、𝛽 和 𝛾 的类型及取值范围，以及组合系数的数值，

可利用定界条件确定

 边界条件既包括边界条件（无穷远处表现为渐近条件），

还可能包括正则条件（如单值性、有界性等）。

𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧 = ෍

𝛼𝛽𝛾

𝑋𝛼 𝑥 𝑌𝛽 𝑦 𝑍𝛾 𝑧 𝛿 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2

6

【例】尺寸为 𝑎 × 𝑏 × 𝑐的长方形盒子，上表面（𝑧 = 𝑐）维持电

势为 𝑉 𝑥, 𝑦 ，其余五个面电势维持为零。试求盒内的电势分布。

𝑥

𝑦

𝑧

𝑎

𝑏

𝑐

𝑂

𝑉 𝑥, 𝑦
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【解】用于定解的边界条件有

设 𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑋 𝑥 𝑌 𝑦 𝑍 𝑧 ，则盒内电势满足

①③⑤⟹𝐴𝛼 = 𝐶𝛽 = 𝐸𝛾 = 0

②⟹ 𝛼𝑎 = 𝑚𝜋, 𝑚 = 1,2,⋯

④⟹ 𝛽𝑏 = 𝑛𝜋, 𝑛 = 1,2,⋯

① 𝜑 0, 𝑦, 𝑧 = 0; ② 𝜑 𝑎, 𝑦, 𝑧 = 0;

③ 𝜑 𝑥, 0, 𝑧 = 0; ④ 𝜑 𝑥, 𝑏, 𝑧 = 0;

⑤ 𝜑 𝑥, 𝑦, 0 = 0; ⑥ 𝜑 𝑥, 𝑦, 𝑐 = 𝑉 𝑥, 𝑦 .

𝛻2𝜑

𝜑
=
1

𝑋

𝑑2𝑋

𝑑𝑥2
+
1

𝑌

𝑑2𝑌

𝑑𝑦2
+
1

𝑍

𝑑2𝑍

𝑑𝑧2
= 0

−𝛼2 −𝛽2 𝛾2 = 𝛼2 + 𝛽2

⟹

𝑋 = 𝐴𝛼 cos 𝛼𝑥 + 𝐵𝛼 sin 𝛼𝑥

𝑌 = 𝐶𝛽 cos 𝛽𝑦 + 𝐷𝛽 sin 𝛽𝑦

𝑍 = 𝐸𝛾 cosh 𝛾𝑧 + 𝐹𝛾 sinh 𝛾𝑧

8

符合于齐次边界条件的一般解为

利用边界条件⑥，得到

𝜑 = ෍

𝑚,𝑛=1

∞

𝐴𝑚𝑛 sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

sinh 𝛾𝑚𝑛𝑧

sinh 𝛾𝑚𝑛𝑐

其中

𝛾𝑚𝑛 = 𝜋
𝑚2

𝑎2
+
𝑛2

𝑏2

𝑉 𝑥, 𝑦 = ෍

𝑚,𝑛=1

∞

𝐴𝑚𝑛 sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

⟹ 𝐴𝑚𝑛 =
4

𝑎𝑏
න
0

𝑎

𝑑𝑥න
0

𝑏

𝑑𝑦 𝑉 𝑥, 𝑦 sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

9

如果 𝑉 𝑥, 𝑦 = 𝑉0，则

故仅当𝑚、𝑛均为奇数时才有 𝐴𝑚𝑛 ≠ 0，此时

因此，盒内电势为

𝐴𝑚𝑛 =
4𝑉0
𝑎𝑏

න
0

𝑎

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
𝑑𝑥න

0

𝑏

sin
𝑛𝜋𝑦

𝑏
𝑑𝑦

= 𝑉0 ⋅
2

𝑚𝜋
1 − −1 𝑚 ⋅

2

𝑛𝜋
1 − −1 𝑛

𝐴𝑚𝑛 =
16𝑉0
𝑚𝑛𝜋2

, 𝑚, 𝑛 = 1,3,5,⋯

𝜑 = ෍

𝑚,𝑛 odd

𝜑𝑚𝑛 =
16𝑉0
𝜋2

෍

𝑚,𝑛 odd

1

𝑚𝑛
sin

𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏

sinh 𝛾𝑚𝑛𝑧

sinh 𝛾𝑚𝑛𝑐
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对于立方体（𝑎 = 𝑏 = 𝑐），有

因此，立方体中心的电势（严格解为𝜑0 = Τ𝑉0 6，WHY？）为

取求和中前面的若干项作为近似，所得结果的相对误差为

𝜑𝑚𝑛 =
16𝑉0
𝑚𝑛𝜋2

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑎

sinh 𝛾𝑚𝑛𝑧

sinh 𝛾𝑚𝑛𝑎

𝜑0 = ෍

𝑚,𝑛 odd

𝑉𝑚𝑛 =
16𝑉0
𝜋2

෍

𝑚,𝑛 odd

1

𝑚𝑛
sin

𝑚𝜋

2
sin

𝑛𝜋

2

sinh Τ𝛾𝑚𝑛𝑎 2

sinh 𝛾𝑚𝑛𝑎

𝜑0 ≈ 𝑉11 ⟶ 4%

𝜑0 ≈ 𝑉11 + 𝑉13 + 𝑉31 ⟶ 0.3%

𝜑0 ≈ 𝑉11 + 𝑉13 + 𝑉31 + 𝑉15 +𝑉51 + 𝑉33 ⟶ 0.02%

11

考察上表面中线上各点的电势（严格解为 𝑉0）：

𝜑 𝑥,
𝑎

2
, 𝑎 = ෍

𝑚,𝑛 odd

𝜑𝑚𝑛 =
16𝑉0
𝜋2

෍

𝑚,𝑛 odd

1

𝑚𝑛
sin

𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋

2

𝜑 ≈ 𝜑11

𝑉0

0 𝑎𝑥

𝜑 ≈ 𝜑11 + 𝜑13 +𝜑31𝜑 ≈ 𝜑11 + 𝜑13 + 𝜑31 + 𝜑15 +𝜑51 + 𝜑33

12

𝜑 𝑥,
𝑎

2
, 𝑎 = ෍

𝑚,𝑛 odd

𝜑𝑚𝑛 , 𝑚 + 𝑛 = 2,4,⋯ , 30, 共120项

𝑉0

0 𝑎𝑥
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【思考】由导体板围成的无限长长方形管子，四块导体板彼此

绝缘，其中三板维持电势为零，另一板维持电势为常数 𝑉0。试

求管内的电势。

𝑥

𝑦

𝑎

𝑏
𝑉0

−𝑏

𝑂

14

设静电势与 𝑧坐标无关，从而拉普拉斯方程在柱坐标系中写为

按照分离变量法的精神，我们尝试求如下形式的解：

对此种形式的解，拉普拉斯方程化简为：

𝛻2𝜑 =
1

𝑠

𝜕

𝜕𝑠
𝑠
𝜕𝜑

𝜕𝑠
+
1

𝑠2
𝜕2𝜑

𝜕𝜙2 = 0

𝜑 𝑠,𝜙 = 𝑅 𝑠 Φ 𝜙

𝑠2
𝛻2𝜑

𝜑
=
𝑠

𝑅

𝑑

𝑑𝑠
𝑠
𝑑𝑅

𝑑𝑠
+
1

Φ

𝑑2Φ

𝑑𝜙2 = 0

𝑚2 −𝑚2

其中𝒎可取实数或虚数。

15

对于分离变量解，拉普拉斯方程约化为两个常微分方程

其解为

一般解为

𝑠
𝑑

𝑑𝑠
𝑠
𝑑𝑅

𝑑𝑠
= 𝑚2𝑅,

𝑑2Φ

𝑑𝜙2
= −𝑚2Φ

ቐ
𝑚 = 0

𝑚 ≠ 0

𝜑 𝑠,𝜙 = 𝐴0 + 𝐵0 ln 𝑠 𝐶0 + 𝐷0𝜙

+ ෍

𝑚≠0

𝐴𝑚𝑠
𝑚 + 𝐵𝑚𝑠

−𝑚 𝐶𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝐷𝑚 sin𝑚𝜙

⟹ 𝑅~ 1, ln 𝑠 , Φ~ 1, 𝜙

⟹ 𝑅~ 𝑠𝑚, 𝑠−𝑚 , Φ~ cos𝑚𝜙 , sin𝑚𝜙
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【例】半径为 𝑎 的无限长导体圆柱置于垂直于轴线的均匀外电

场 𝐸0 中，导体圆柱单位长度所带电量为 𝜆。求柱外的静电势。

𝑎
𝑂

𝑧

𝐸0

𝑥

𝐸0

𝑂

𝑦

𝑥

𝐸0

𝑠

𝑃

𝜙

本问题中𝝓 ∈ 𝟎,𝟐𝝅 ，故电势的单值性要求一般解为：

𝜑 = 𝐴0 +𝐵0 ln 𝑠 + ෍

𝑚=1

∞

𝐴𝑚𝑠
𝑚 + 𝐵𝑚𝑠

−𝑚 𝐶𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝐷𝑚 sin𝑚𝜙

17

方法一：定界条件有

①导体圆柱的表面为等势面

𝜆 = −𝜀0න
0

2𝜋𝜕𝜑

𝜕𝑠
⋅ 𝑎𝑑𝜙 = −𝜀0න

0

2𝜋𝐵0
𝑎
⋅ 𝑎𝑑𝜙

②导体圆柱单位长度所带电量为 𝜆

③渐近条件：当 𝑠 ⟶ ∞时 𝜑 ⟶ −𝐸0 ⋅ റ𝑥 = −𝐸0𝑠 cos𝜙。

⟹ 𝐵𝑚 = −𝐴𝑚𝑎
2𝑚, 𝑚 ≠ 0

⟹ 𝐵0 = −
𝜆

2𝜋𝜀0

𝜑 𝑠,𝜙 = 𝐴0 −
𝜆

2𝜋𝜀0
ln 𝑠 − 𝐸0 𝑠 −

𝑎2

𝑠
cos𝜙

𝜑 = 𝐴0 + 𝐵0 ln 𝑠 + ෍

𝑚=1

∞

𝐴𝑚𝑠
𝑚 + 𝐵𝑚𝑠

−𝑚 𝐶𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝐷𝑚 sin𝑚𝜙𝑠𝑚 − 𝑎2𝑚𝑠−𝑚−
𝜆

2𝜋𝜀0
ln 𝑠

由此可得 𝐶1 = −𝐸0，而 𝐶𝑚≠1 = 0 = 𝐷𝑚。因而柱外电势为

18

方法二：当 𝑠 ⟶ ∞时电势满足如下渐近条件

因此，不妨设柱外电势为：

该解自动满足边界条件。而圆柱表面等势，即 𝜑 𝑠 = 𝑎, 𝜙 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 对任意 𝜙都成立，要求 𝐵 = 𝐸0𝑎
2。因此，柱外电势为

𝜑 ⟶ −𝐸0 ⋅ റ𝑥 −
𝜆

2𝜋𝜀0
ln 𝑠 = −𝐸0𝑠 cos𝜙 −

𝜆

2𝜋𝜀0
ln 𝑠

𝜑 𝑠,𝜙 = −𝐸0𝑠 cos𝜙 −
𝜆

2𝜋𝜀0
ln 𝑠 +

𝐵

𝑠
cos 𝜙

𝜑 𝑠, 𝜙 = −𝐸0𝑠 cos𝜙 −
𝜆

2𝜋𝜀0
ln 𝑠 +

𝐸0𝑎
2

𝑠
cos𝜙

= −
𝜆

2𝜋𝜀0
ln 𝑠 − 1 −

𝑎2

𝑠2
𝐸0 ⋅ റ𝑥
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【思考】求如图所示的无限长管子内部的电势。

【思考】半径为 𝑅的无限长圆柱体表面上分布有面电荷密度：

其中 𝜎0为常数。试求空间的电势分布。

𝜎 𝜙 = 𝜎0 sin 5𝜙

𝛽

𝜑 = 𝑓 𝑠

𝜑 = 0

𝑂
𝑎

𝑏

20

球坐标系中，拉普拉斯方程 𝛻2𝜑 = 0写为：

对形如 𝜑 𝑟, 𝜃,𝜙 = 𝑅 𝑟 𝑌 𝜃, 𝜙 的解，拉普拉斯方程化简为：

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝜑

𝜕𝑟
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕𝜑

𝜕𝜃
+

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2𝜑

𝜕𝜙2 = 0

1

𝑅

𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅

𝑑𝑟
+
1

𝑌

1

sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕𝑌

𝜕𝜃
+

1

sin2 𝜃

𝜕2𝑌

𝜕𝜙2
= 0

𝑙 𝑙 + 1 −𝑙 𝑙 + 1

⟹
𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅

𝑑𝑟
= 𝑙 𝑙 + 1 𝑅, 𝕃2𝑌 = −𝑙 𝑙 + 1 𝑌

𝕃2 ≜
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
+

1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2
其中

21

 径向函数 𝑅 𝑟 满足方程：

其一般解为：

 𝑌 𝜃, 𝜙 满足方程：

该方程的单值、有限解为球谐函数 𝑌𝑙𝑚 𝜃, 𝜙 的线性组合，其

中 𝑙 = 0,1,2,3,⋯，而𝑚为满足 𝑚 ≤ 𝑙的整数。

𝑑

𝑑𝑟
𝑟2
𝑑𝑅

𝑑𝑟
= 𝑙 𝑙 + 1 𝑅

𝑅 𝑟 = 𝐴𝑙𝑟
𝑙 +

𝐵𝑙
𝑟𝑙+1

𝕃2𝑌 = −𝑙 𝑙 + 1 𝑌
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在球坐标系中，拉普拉斯方程满足“单值、有限”的一般解为：

也可将其利用缔合勒让德多项式表示为：

对于具有轴对称性的问题，取对称轴为 𝑧 轴，则静电势不依赖

于方位角 𝜙，此情形下拉普拉斯方程的通解简化为：

𝜑 =෍

𝑙=0

∞

෍

𝑚=0

𝑙

𝐴𝑙𝑟
𝑙 +

𝐵𝑙
𝑟𝑙+1

𝑃𝑙
𝑚 cos 𝜃 𝐶𝑚 cos𝑚𝜙 + 𝐷𝑚 sin𝑚𝜙

𝜑 =෍

𝑙=0

∞

෍

𝑚=−𝑙

𝑙

𝐴𝑙𝑚𝑟
𝑙 +

𝐵𝑙𝑚
𝑟𝑙+1

𝑌𝑙𝑚 𝜃,𝜙

𝜑 𝑟, 𝜃 =෍

𝑙=0

∞

𝐴𝑙𝑟
𝑙 +

𝐵𝑙
𝑟𝑙+1

𝑃𝑙 cos 𝜃

23

【例】半径为 𝑅、相对介电常数为 𝜀 的介质球置于均匀外电场

𝐸0 中，球外为真空。试求全空间的电势和电场分布。

𝑂

𝑧 𝐸0

𝑅

𝐸0

𝜀

24

方法一：设球内、外的电势分别为 𝜑1、𝜑2。

𝜑1 =෍

𝑙=0

∞

𝐴𝑙𝑟
𝑙 +

𝐵𝑙
𝑟𝑙+1

𝑃𝑙 cos𝜃 , 𝜑2 =෍

𝑙=0

∞

𝐶𝑙𝑟
𝑙 +

𝐷𝑙
𝑟𝑙+1

𝑃𝑙 cos𝜃

① 𝜑1 有限

② 𝜑2 满足渐近条件： ȁ𝜑2 𝑟⟶∞ = −𝐸0𝑟 cos 𝜃 = −𝐸0𝑟𝑃1 cos 𝜃

③边值关系：在 𝑟 = 𝑅处

𝜑1 = 𝜑2

𝜀
𝜕𝜑1
𝜕𝑟

=
𝜕𝜑2
𝜕𝑟

⟹ 𝐶1 = −𝐸0, 𝐶𝑚≠1 = 0

⟹ 𝐵𝑙 = 0

⟹

𝐴1𝑅 = −𝐸0𝑅 +
𝐷1
𝑅2

, 𝜀𝐴1𝑅 = −𝐸0𝑅 −
2𝐷1
𝑅2

𝐴𝑙𝑅
𝑙 =

𝐷𝑙
𝑅𝑙+1

, 𝜀𝐴𝑙𝑅
𝑙 = −

𝐷𝑙
𝑅𝑙+1

, 𝑙 ≠ 1

⟹ 𝐴1 = −
3

𝜀 + 2
𝐸0, 𝐷1 =

𝜀 − 1

𝜀 + 2
𝐸0𝑅

3, 𝐴𝑙≠1 = 0 = 𝐷𝑙≠1

𝜑1 =෍

𝑙=0

∞

𝐴𝑙𝑟
𝑙𝑃𝑙 cos 𝜃 , 𝜑2 =෍

𝑙=0

∞

𝐶𝑙𝑟
𝑙 +

𝐷𝑙
𝑟𝑙+1

𝑃𝑙 cos 𝜃−𝐸0𝑟 cos𝜃 +෍

𝑙=0

∞
𝐷𝑙
𝑟𝑙+1

𝑃𝑙 cos 𝜃
3

𝜀 + 2
𝐸0𝑟 cos 𝜃 ,

𝜀 − 1

𝜀 + 2

𝑅3

𝑟2
𝐸0 cos 𝜃
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方法二：根据 𝜑1 的有限性及𝜑2 的渐近条件，令

𝜑1 =෍

𝑙=0

∞

𝐴𝑙𝑟
𝑙𝑃𝑙 cos 𝜃

𝜑2 = −𝐸0𝑟 cos 𝜃 +෍

𝑙=0

∞
𝐵𝑙
𝑟𝑙+1

𝑃𝑙 cos 𝜃

⟹

𝐴 = −
3

𝜀 + 2
𝐸0𝑅

𝐵 =
𝜀 − 1

𝜀 + 2
𝐸0𝑅

代入 𝑟 = 𝑅处边值关系 𝜑1 = 𝜑2 和 𝜀 Τ𝜕𝜑1 𝜕𝑟 = Τ𝜕𝜑2 𝜕𝑟给出

ቐ
𝐴 = −𝐸0𝑅 + 𝐵

𝜀𝐴 = −𝐸0𝑅 − 2𝐵

不妨进一步假设

𝜑1 = 𝐴
𝑟

𝑅
cos 𝜃 , 𝜑2 = −𝐸0𝑟 cos 𝜃 + 𝐵

𝑅2

𝑟2
cos 𝜃

26

因此，球内、外的电势为

𝜑1 = −
3

𝜀 + 2
𝐸0𝑟 cos 𝜃 = −

3

𝜀 + 2
𝐸0 ⋅ റ𝑥

𝜑2 = −𝐸0𝑟 cos 𝜃 +
𝜀 − 1

𝜀 + 2

𝑅3

𝑟2
𝐸0 cos 𝜃 = − 1 −

𝜀 − 1

𝜀 + 2

𝑅3

𝑟3
𝐸0 ⋅ റ𝑥

介质球的极化强度为

介质球的总电偶极矩为

𝑃 = 𝜀0𝜒𝐸1 = 𝜀0 𝜀 − 1 𝐸1 =
𝜀 − 1

𝜀 + 2
3𝜀0𝐸0

റ𝑝 =
4𝜋𝑅3

3
𝑃 = 𝛼𝜀0𝐸0, where 𝛼 =

𝜀 − 1

𝜀 + 2
4𝜋𝑅3

介质球内的电场为

𝐸1 = −𝛻𝜑1 =
3

𝜀 + 2
𝐸0 = 1−

𝜀 − 1

𝜀 + 2
𝐸0

27

均匀电场中的

电介质球

均匀电场中的

导体球
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【例】将半径为 𝑅、相对介电常数为 𝜀 的小介质球从无穷远处

移至外场 𝐸0 റ𝑥 中。试求此过程外界做功。

【方法一】小介质在外场中均匀极化，其所受静电力为

外界做功为

റ𝐹 ≈ റ𝑝 ⋅ 𝛻𝐸0 ≈ 𝛼𝜀0𝐸0 ⋅ 𝛻𝐸0

𝐴 = −න
∞

റ𝑥

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 ≈ −𝛼𝜀0න
∞

റ𝑥

𝐸0 ⋅ 𝛻𝐸0 ⋅ 𝑑റ𝑙

= −
1

2
𝛼𝜀0න

∞

റ𝑥

𝛻𝐸0
2 ⋅ 𝑑റ𝑙

= −
1

2
𝛼𝜀0 𝐸0

2 റ𝑥 − 𝐸0
2 ∞

⟹ 𝐴 ≈ −
1

2
𝛼𝜀0𝐸0

2 റ𝑥 = −
1

2
റ𝑝 ⋅ 𝐸0

29

【方法二】设 𝜌0 是激发外场 𝜑0, 𝐸0 的外部电荷密度。介质球

到达最终位置处时，总电势设为 𝜑，极化电荷密度设为 𝜌′，𝜌′

激发的电势记为𝜑′。外界做功等于静电能的增量：

𝐴 = Δ𝑊 = 𝑊2 −𝑊1 =
1

2
න𝜌0𝜑𝑑𝑉 −

1

2
න𝜌0𝜑0𝑑𝑉

𝐴 =
1

2
න𝜌0𝜑

′𝑑𝑉 =
1

2
න𝜌′𝜑0𝑑𝑉 = −

1

2
න𝜑0𝛻 ⋅ 𝑃𝑑𝑉

此处积分区域选为全空间。利用𝜑 = 𝜑0 + 𝜑′可将 𝐴表示为

因此，利用分部积分给出

𝐴 = −
1

2
න𝛻 ⋅ 𝜑0𝑃 𝑑𝑉 +

1

2
න𝑃 ⋅ 𝛻𝜑0𝑑𝑉

30

最后，利用高斯定理以及 𝐸0 = −𝛻𝜑0，得到

这就是在给定电场中移动介质做功的一般表达式。

由此得到

𝐴 = −
1

2
න𝑃 ⋅ 𝐸0𝑑𝑉

𝐴 ≈ −
1

2
𝑃 ⋅ 𝐸0 ⋅

4𝜋𝑅3

3

𝐴 ≈ −
1

2
റ𝑝 ⋅ 𝐸0 = −

1

2
𝛼𝜀0𝐸0

2 റ𝑥

 对小介质球，在其所处区域，𝐸0几乎均匀，介质球几乎是均

匀极化的，因而
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【方法三】设 𝐸0, 𝐷0 和 𝐸,𝐷 分别为初、末态的场。外界做

功等于静电能的增量：

可证第一个体积分为零。以 𝐷 − 𝐷0 ⋅ 𝐸 为例，证明如下

由于外场不变，𝛻 ⋅ 𝐷 = 𝛻 ⋅ 𝐷0 = 𝜌0，因而𝜑𝛻 ⋅ 𝐷 −𝐷0 = 0；

由高斯定理，𝛻 ⋅ 𝜑 𝐷 − 𝐷0 的体积分等于零。

𝐴 =
1

2
න 𝐷 ⋅ 𝐸 − 𝐷0 ⋅ 𝐸0 𝑑𝑉

=
1

2
න 𝐷 −𝐷0 ⋅ 𝐸 + 𝐷 −𝐷0 ⋅ 𝐸0 𝑑𝑉

+
1

2
න 𝐷0 ⋅ 𝐸 − 𝐷 ⋅ 𝐸0 𝑑𝑉

𝐷 − 𝐷0 ⋅ 𝐸 = − 𝐷 − 𝐷0 ⋅ 𝛻𝜑 = −𝛻 ⋅ 𝜑 𝐷 − 𝐷0 + 𝜑𝛻 ⋅ 𝐷 − 𝐷0

32

因此，外界做功可以写为

将其中的电位移用电场表示出来

得到

这就是在给定电场中移动介质做功的一般表达式。对小介质球

𝐴 =
1

2
න 𝐷0 ⋅ 𝐸 − 𝐷 ⋅ 𝐸0 𝑑𝑉

𝐷0 = 𝜀0𝐸0, 𝐷 = 𝜀0𝐸 + 𝑃

𝐴 = −
1

2
න𝑃 ⋅ 𝐸0𝑑𝑉

𝐴 ≈ −
1

2
𝑃 ⋅ 𝐸0 ⋅

4𝜋𝑅3

3
= −

1

2
റ𝑝 ⋅ 𝐸0 = −

1

2
𝛼𝜀0𝐸0

2 റ𝑥

33

【思考】内、外半径分别为 𝑎 和 𝑏、相对介电常数为 𝜀 的均匀

介质球壳置于均匀外电场 𝐸0 中。试求球壳内的电场分布以及球

壳的电偶极矩。

【思考】设电荷仅分布于半径为𝑅的球面上，球面上的电势为

其中 𝑉0 为常数。试求

（1）空间的电势分布；

（2）球面上的面电荷分布。

𝑉 = 𝑉0 cos 3𝜃
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§4  格林函数方法

35

 在其父亲的面粉厂当学徒之前只接受了一年的教育。

George Green（1793-1841）

 直到30岁，格林才加入诺丁汉图书馆，通过Laplace、Lagrange、Legendre

和Poisson的作品了解到高等数学。

 1828年，格林自行发表了72页的文章“An Essay on the Application of

Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism”，供当

地知名人士订阅。它几乎没有受到关注，沮丧的格林又回到了磨坊。

 40岁，以本科生身份进入剑桥大学，1837年毕业， 1841年去世，4年间迅

速发表了六篇关于流体力学、声学和光学的论文。几乎完全不为人知。

 1845年，Thomson 从剑桥大学毕业后发现了这篇文章的副本。1850年，

他安排在德国出版。此后不久， Riemann创造了“格林函数”一词。

36

区域 𝑉内的第一类格林函数 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ 的定义是：

接地导体壳 𝑆 = 𝜕𝑉内任一给定点 റ𝑥′

处放置一个单位点电荷时，壳内 റ𝑥处

的电势 𝜑 റ𝑥 = 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ 。

𝛻2𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ = −
1

𝜀0
𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ , റ𝑥, റ𝑥′ ∈ 𝑉

𝐺 റ𝑥𝑆 , റ𝑥
′ = 0, റ𝑥𝑆 ∈ 𝜕𝑉, റ𝑥

′ ∈ 𝑉

 物理含义：
𝑉

𝜕𝑉

റ𝑥′
റ𝑥

𝑄 = 1
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1. 格林函数的对称性

考察格林第二公式：

令 𝜑 = 𝐺 റ𝑥, റ𝑥1
′ 及 𝜓 = 𝐺 റ𝑥, റ𝑥2

′ ，由于

且格林第二公式右侧的面积分为零，因而得到

න
𝑉

𝑑𝑉 𝜑𝛻2𝜓 − 𝜓𝛻2𝜑 = ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎 𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑛
− 𝜓

𝜕𝜑

𝜕𝑛

𝛻2𝜑 = −
1

𝜀0
𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥1

′ , 𝛻2𝜓 = −
1

𝜀0
𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥2

′

𝐺 റ𝑥1
′ , റ𝑥2

′ = 𝐺 റ𝑥2
′ , റ𝑥1

′

即有

𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ = 𝐺 റ𝑥′, റ𝑥

38

电势相同

റ𝑥′
റ𝑥

𝑄

റ𝑥′
റ𝑥

𝑄

39

2. 第一类格林函数与Dirichlet边界问题

对于第一类边界问题：

𝛻2𝜑 റ𝑥 = − Τ𝜌 റ𝑥 𝜀0 , 𝜑 റ𝑥𝑆 = 𝑓 റ𝑥𝑆

其解可以写为：

𝜑 റ𝑥 = න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜑 റ𝑥′ 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ = −𝜀0න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜑 റ𝑥′ 𝛻′2𝐺 റ𝑥, റ𝑥′

𝜑 റ𝑥 = න
𝑉

𝑑𝑉′𝜌 റ𝑥′ 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ − 𝜀0ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎′ 𝜑
𝜕𝐺

𝜕𝑛′
− 𝐺

𝜕𝜑

𝜕𝑛′

利用格林第二公式【其中𝜑 = 𝜑 റ𝑥′ ， 𝜓 = 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ 】

න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜑𝛻′2𝜓 = න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜓𝛻′2𝜑 +ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎′ 𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑛′
− 𝜓

𝜕𝜑

𝜕𝑛′

就得到
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第一类边界问题的解为：

𝜑 റ𝑥 = න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜌 റ𝑥′ 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ − 𝜀0ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎′ 𝜑 റ𝑥′
𝜕𝐺 റ𝑥, റ𝑥′

𝜕𝑛′

 体积分不仅仅表示体电荷分布对静电势的贡献。

未知
𝜕𝑉

𝑉
𝜌 റ𝑥

41

 总可以将第一类格林函数表示为：

𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ =
1

4𝜋𝜀0 റ𝑥 − റ𝑥′
+ 𝐹 റ𝑥, റ𝑥′

其中， 𝐹满足 𝛻2𝐹 റ𝑥, റ𝑥′ = 0及合适的边界条件。

 可以将第一类边界问题的解表示为：

𝜑 റ𝑥 = න
𝑉

𝑑𝑉′
𝜌 റ𝑥′

4𝜋𝜀0 റ𝑥 − റ𝑥′
𝑉内的电荷对 𝜑 റ𝑥 的贡献

+න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜌 റ𝑥′ 𝐹 റ𝑥, റ𝑥′

−𝜀0ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎′ 𝜑 റ𝑥′
𝜕𝐺 റ𝑥, റ𝑥′

𝜕𝑛′

可能存在于 𝑆上

及 𝑆外的电荷对

𝜑 റ𝑥 的贡献

42

区域 𝑉内的第二类格林函数 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ 的定义是：

𝛻2𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ = −
1

𝜀0
𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ , റ𝑥, റ𝑥′ ∈ 𝑉

𝜕

𝜕𝑛
𝐺 റ𝑥𝑆 , റ𝑥

′ = −
1

𝜀0𝑆
, റ𝑥𝑆 ∈ 𝜕𝑉, റ𝑥

′ ∈ 𝑉

 第二类格林函数同样满足对称性：

𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ = 𝐺 റ𝑥′, റ𝑥

𝛻2𝜑 റ𝑥 = − Τ𝜌 റ𝑥 𝜀0 ,
𝜕

𝜕𝑛
𝜑 റ𝑥𝑆 = 𝑔 റ𝑥𝑆

 利用第二类格林函数可以给出如下第二类边界问题的解：



2024/4/25

15

43

证明

第二类边界问题的解可以写为：

𝜑 റ𝑥 = න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜑 റ𝑥′ 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ = −𝜀0න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜑 റ𝑥′ 𝛻′2𝐺 റ𝑥, റ𝑥′

𝜑 റ𝑥 = න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜌 റ𝑥′ 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ − 𝜀0ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎′ 𝜑
𝜕𝐺

𝜕𝑛′
− 𝐺

𝜕𝜑

𝜕𝑛′

利用格林第二公式【其中𝜑 = 𝜑 റ𝑥′ ， 𝜓 = 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ 】

න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜑𝛻′2𝜓 = න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜓𝛻′2𝜑 +ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎′ 𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑛′
−𝜓

𝜕𝜑

𝜕𝑛′

得到

= 𝜑 𝑆 +න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜌 റ𝑥′ 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ + 𝜀0ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎′ 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′
𝜕𝜑 റ𝑥′

𝜕𝑛′

44

以后只讨论第一类格林函数。

𝛻2𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ = −
1

𝜀0
𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ , ቚ𝐺 റ𝑥, റ𝑥′

𝑟⟶∞
= 0

对于无界空间，𝑮 𝒙, 𝒙′ 表示全空间仅仅 𝒙′ 处有一单位点电荷

时，在 𝒙点激发的静电势。

𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ =
1

4𝜋𝜀0ℝ
=

1

4𝜋𝜀0 റ𝑥 − റ𝑥′

就是无界空间的格林函数，即它是如下问题的解：

 不难看出

45

无界空间的边界问题

𝜑 റ𝑥 = න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜌 റ𝑥′ 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ − 𝜀0ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎′ 𝜑 റ𝑥′
𝜕𝐺 റ𝑥, റ𝑥′

𝜕𝑛′

对于无界空间的第一类边界问题：

𝛻2𝜑 റ𝑥 = −
1

𝜀0
𝜌 റ𝑥 , ቚ𝜑 റ𝑥

𝑟⟶∞
= 0

其解为

𝜑 റ𝑥 = න
𝑉

𝑑𝑉′ 𝜌 റ𝑥′ 𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ =
1

4𝜋𝜀0
න
𝑉

𝜌 റ𝑥′ 𝑑𝑉′

ℝ

即

 此式适用的条件是

 电势以无穷远处作为参考点；

 全空间的电荷分布已知，且是局域的。
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利用电像法，上半空间的格林函数为

𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ =
1

4𝜋𝜀0

1

ℝ
−

1

ℝ1

其中
𝑃റ𝑥′

ℝ

𝑂

𝑧 𝑄 = 1

റ𝑥

റ𝑥′′

𝑄′ = −1

ℝ1

ො𝑛

൞
ℝ = റ𝑥 − റ𝑥′

ℝ1 = റ𝑥 − റ𝑥′′

റ𝑥 = 𝑥, 𝑦, 𝑧

റ𝑥′ = 𝑥′ , 𝑦′, 𝑧′

റ𝑥′′ = 𝑥′ , 𝑦′, −𝑧′

47

 当 𝑧′ = 0时

 上半空间第一类边值问题的解为

由于边界上外法向指向 𝑥3 轴负方向，因而

若上半空间并无电荷分布，则上式中的体积分为零；此情形

下，第二项表示可能存在于如下区域的电荷在上半空间激发

的电势：（1）𝑧′ = 0平面上，以及（2）下半空间。

ℝ = ℝ1 = 𝑥 − 𝑥′ 2 + 𝑦 − 𝑦′ 2 + 𝑧2 ≜ 𝑅

ቤ−𝜀0
𝜕𝐺

𝜕𝑛′
𝑧′=0

= ቤ𝜀0
𝜕𝐺

𝜕𝑧′
𝑧′=0

=
𝑧

2𝜋𝑅3

𝜑 റ𝑥 =
1

4𝜋𝜀0
න
𝑧′>0

𝜌 റ𝑥′
1

ℝ
−

1

ℝ1
𝑑𝑉′ +

𝑧

2𝜋
න
𝜑 𝑥′, 𝑦′, 0 𝑑𝜎′

𝑅3

48

【例】半径为 𝑎 的圆周将无限导体平板切割为彼此绝缘的两部

分，圆内电势为 𝑉0，圆外电势为零。求上半空间的电势分布，

给出远处（𝑟 ≫ 𝑎）电势的主要贡献以及主要修正。
𝑧

റ𝑥 = 𝑠, 0, 𝑧

𝜑 = 0

𝜑 = 𝑉0

𝑥

𝑦

𝑅

റ𝑥′ = 𝑠′ cos𝜙′ , 𝑠′ sin𝜙′ , 0
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【解】采用柱坐标。由对称性可知，电势并不依赖于方位角 𝜙，

又由于上半空间并无电荷，故

其中

为求远处电势的近似解，令 𝜖 = Τ𝑠′ 𝑟 ≪ 1及 𝜆 = Τ𝑠 𝑟，从而

𝑅 = 𝑠 − 𝑠′ cos𝜙′ 2 + 0− 𝑠′ sin𝜙′ 2 + 𝑧2

𝑅 = 𝑟 1 + Δ, where Δ = 𝜖2 − 2𝜖𝜆 cos𝜙′

= 𝑟2 + 𝑠′2 − 2𝑠𝑠′ cos 𝜙′

𝜑 𝑠, 𝑧 =
𝑧

2𝜋
න
𝜑 𝑥1

′ , 𝑥2
′ , 0 𝑑𝜎′

𝑅3
=
𝑉0𝑧

2𝜋
න
0

2𝜋

𝑑𝜙′න
0

𝑎 𝑠′𝑑𝑠′

𝑅3

50

首先按照小量 Δ做展开，得到

保留至小量 𝜖的二级项，给出

零阶项给出电势的主要贡献。而由于一阶项对 𝜙′ 的积分为零，

因而主要修正项由二阶项给出。

1

𝑅3
=

1

𝑟3
1 + Δ − Τ3 2 =

1

𝑟3
1 −

3

2
Δ +

15

8
Δ2 −⋯

=
1

𝑟3
1 −

3

2
𝜖2 − 2𝜖𝜆 cos 𝜙′ +

15

8
𝜖2 − 2𝜖𝜆 cos 𝜙′ 2 −⋯

1

𝑅3
≈
1

𝑟3
1 −

3

2
𝜖2 − 2𝜖𝜆 cos𝜙′ +

15

8
−2𝜖𝜆 cos𝜙′ 2

=
1

𝑟3
1 + 𝜖 ⋅ 3𝜆 cos𝜙′ + 𝜖2 ⋅

3

2
5𝜆2 cos2 𝜙′ − 1

51

将 𝜖 = Τ𝑠′ 𝑟代入前面的结果，即

因而

将 𝜆 = Τ𝑠 𝑟代入，得到

1

𝑅3
≈

1

𝑟3
1 +

𝑠′

𝑟
⋅ 3𝜆 cos𝜙′ +

𝑠′2

𝑟2
⋅
3

4
5𝜆2 − 2 + 5𝜆2 cos 2𝜙′

𝜑 𝑠, 𝑧 =
𝑉0𝑧

2𝜋
න
0

2𝜋

𝑑𝜙′න
0

𝑎 𝑠′𝑑𝑠′

𝑅3

≈
𝑉0𝑧

2𝜋𝑟3
⋅ 2𝜋 ⋅

1

2
𝑎2 +

𝑎4

4𝑟2
⋅
3

4
5𝜆2 − 2

𝜑 𝑠, 𝑧 ≈
𝑉0𝑎

2𝑧

2𝑟3
1 +

3𝑎2

8𝑟2
5
𝑠2

𝑟2
− 2
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𝑄′ = −
𝑎

𝑟′

റ𝑥′′ =
𝑎2

𝑟′2
റ𝑥′

𝑄 = 1

റ𝑥

𝑃

𝛼
𝑎

റ𝑥′

ො𝑛

ℝ

𝑄′

റ𝑥′′

ℝ1

53

利用电像法，球外空间的Green 函数可以写为

其中

𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ =
1

4𝜋𝜀0

1

ℝ
−

Τ𝑎 𝑟′

ℝ1
=

1

4𝜋𝜀0

1

ℝ
−

1

ℝ2

cos 𝛼 = Ƹ𝑟 ⋅ Ƹ𝑟′ = cos 𝜃 cos 𝜃′ + sin 𝜃 sin 𝜃′ cos 𝜙 − 𝜙′

ℝ = റ𝑥 − റ𝑥′ = 𝑟2 + 𝑟′2 − 2𝑟𝑟′ cos 𝛼

ℝ1 = റ𝑥 − റ𝑥′′ = റ𝑥 −
𝑎2

𝑟′2
റ𝑥′ = 𝑟2 +

𝑎2

𝑟′

2

−
2𝑎2𝑟

𝑟′
cos 𝛼

ℝ2 =
𝑟′

𝑎
റ𝑥 − റ𝑥′′ =

𝑟′

𝑎
റ𝑥 −

𝑎

𝑟′
റ𝑥′ =

𝑟𝑟′

𝑎

2

+ 𝑎2 − 2𝑟𝑟′ cos 𝛼

54

 当 𝑟′ = 𝑎时

由于边界上外法向指向球内，因而

 球外第一类边值问题的解为

将上式右边第一项的积分区域改为 𝑟′ < 𝑎，第二项的 𝑟2 − 𝑎2

改为 𝑎2 − 𝑟2，就是球内第一类边值问题的解。

ℝ = ℝ2 = 𝑟2 + 𝑎2 − 2𝑎𝑟 cos 𝛼 ≜ 𝑅

ቤ−𝜀0
𝜕𝐺

𝜕𝑛′
𝑟′=𝑎

= ቤ𝜀0
𝜕𝐺

𝜕𝑟′
𝑟′=𝑎

=
𝑟2 − 𝑎2

4𝜋𝑎𝑅3

𝜑 റ𝑥 =
1

4𝜋𝜀0
න
𝑟′>𝑎

𝜌 റ𝑥′
1

ℝ
−

1

ℝ2
𝑑𝑉′ +

𝑟2 − 𝑎2

4𝜋𝑎
ර
𝑟′=𝑎

𝜑 റ𝑥′ 𝑑𝜎′

𝑅3
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【例】半径为 𝑎 的导体球壳被切成两半，彼此绝缘，分别加上

电势 ±𝑉0。证明远处的电场为偶极子场，并给出电偶极矩的表

达式。

+𝑉0

−𝑉0

𝑧

𝑎

𝑂

56

【解】球外的电势为

当 𝑟 ≫ 𝑎时，保留至 Τ𝑎 𝑟的二阶小量，有

其中

易见：一阶小量的积分相互抵消，而对二阶小量的积分有贡

献的只有 cos 𝛼的第一项。

𝜑 റ𝑥 =
𝑉0 𝑟

2 − 𝑎2

4𝜋𝑎
⋅ 𝑎2 ⋅ න

0

2𝜋

𝑑𝜙′ න
0

Τ𝜋 2

sin 𝜃′𝑑𝜃′ −න
Τ𝜋 2

𝜋

sin 𝜃′𝑑𝜃′
1

𝑅3

𝑎 𝑟2 − 𝑎2

𝑅3
=

𝑎 𝑟2 − 𝑎2

𝑟2 + 𝑎2 − 2𝑎𝑟 cos 𝛼 Τ3 2 ≈
𝑎

𝑟
1 +

3𝑎

𝑟
cos 𝛼

cos 𝛼 = cos 𝜃 cos 𝜃′ + sin 𝜃 sin 𝜃′ cos 𝜙 − 𝜙′

57

因此

积分给出

或者将其写为

其中

𝜑 𝑟, 𝜃 ≈
3𝑉0𝑎

2

2𝑟2
cos 𝜃 , 𝑟 ≫ 𝑎

𝜑 ≈
റ𝑝 ⋅ Ƹ𝑟

4𝜋𝜀0𝑟
2 , 𝑟 ≫ 𝑎

റ𝑝 ≜ 6𝜋𝜀0𝑉0𝑎
2 Ƹ𝑧

𝜑 𝑟, 𝜃 ≈
3𝑉0𝑎

2

4𝜋𝑟2
⋅ 2𝜋 ⋅ න

0

Τ𝜋 2

𝑑𝜃′ −න
Τ𝜋 2

𝜋

𝑑𝜃′ cos 𝜃 sin 𝜃′ cos 𝜃′
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58

𝑉 𝑥 = 𝑉0 sgn 𝑥 =෍

𝑙=0

∞

𝐴𝑙𝑃𝑙 𝑥

【方法二】勒让德多项式构成了区间 −1,1 的正交完备函数系。

令 𝑥 = cos 𝜃，球面上的电势可以写为

其中 𝐴𝑙 可利用 𝑃𝑙 𝑥 的正交性给出

2

2𝑙 + 1
𝐴𝑙 = 𝑉0න

−1

1

sgn 𝑥 𝑃𝑙 𝑥 𝑑𝑥

所以， 𝑙为偶数时 𝐴𝑙 = 0，而𝑙为奇数时

𝐴𝑙 = 2𝑙 + 1 𝑉0න
0

1

𝑃𝑙 𝑥 𝑑𝑥

譬如

𝐴1 =
3

2
𝑉0, 𝐴3 = −

7

8
𝑉0

59

𝜑2 റ𝑥 = ෍

𝑙=1,3,⋯

𝐴𝑙
𝑎

𝑟

𝑙+1

𝑃𝑙 cos 𝜃

所以

𝑉 𝑥 = ෍

𝑙=1,3,⋯

𝐴𝑙𝑃𝑙 𝑥 =
3

2
𝑉0𝑃1 𝑥 −

7

8
𝑉0𝑃3 𝑥 +⋯

球外电势为

当 𝑟 ≫ 𝑎时

𝜑2 ≈
3

2
𝑉0

𝑎

𝑟

2

𝑃1 cos 𝜃 −
7

8
𝑉0

𝑎

𝑟

4

𝑃3 cos 𝜃

即有

𝜑2 ≈
3𝑉0𝑎

2

2𝑟2
cos 𝜃 −

7𝑉0𝑎
4

16𝑟4
5 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃

60

球内电势为

𝜑1 റ𝑥 = ෍

𝑙=1,3,⋯

𝐴𝑙
𝑟

𝑎

𝑙

𝑃𝑙 cos 𝜃

当 𝑟 ≪ 𝑎时

𝜑1 ≈
3

2
𝑉0

𝑟

𝑎
𝑃1 cos 𝜃 −

7

8
𝑉0

𝑟

𝑎

3

𝑃3 cos 𝜃

即有

𝜑1 ≈
3𝑉0𝑟

2𝑎
cos 𝜃 −

7𝑉0𝑟
3

16𝑎3
5 cos3 𝜃 − 3 cos 𝜃
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格林函数按照本征函数展开

【背景】量子力学中，被限制在区域 𝑉 内运动的粒子，其定

态解 𝜓𝑛 റ𝑥 满足如下条件：

 𝜆𝑛 称为本征值（它与能量本征值成正比），而 𝜓𝑛 റ𝑥 则称

为本征函数。可以证明：

൞
𝛻2𝜓𝑛 റ𝑥 = −𝜆𝑛𝜓𝑛 റ𝑥 , റ𝑥 ∈ 𝑉

𝜓𝑛 റ𝑥𝑆 ∈ 𝜕𝑉 = 0, റ𝑥𝑆 ∈ 𝜕𝑉

න
𝑉

𝜓𝑛
∗ റ𝑥 𝜓𝑚 റ𝑥 𝑑3𝑥 = 𝛿𝑛𝑚, ෍

𝑛
𝜓𝑛
∗ റ𝑥′ 𝜓𝑛 റ𝑥 = 𝛿 റ𝑥 − റ𝑥′

 本征值只能取分离的正实数值。

 本征函数构成了区域 𝑉 内的完备函数系。正交归一化后

62

【思考】区域 𝑉内的第一类格林函数可以用本征函数展开为

𝐺 റ𝑥, റ𝑥′ =
1

𝜀0
෍

𝑛

𝜓𝑛
∗ റ𝑥′ 𝜓𝑛 റ𝑥

𝜆𝑛

【思考】在边长为 𝑎 的立方体表面设计面电荷分布，使其在立

方体外激发的电场与置于立方体中心的点电荷𝑄的电场相同。

𝜑𝑃 𝜑𝑃
′

𝑄


