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§6  诺特定理

2

场系统的诺特定理表述为：系统的每一个连续对称性都对应一

个守恒流，从而对应一个守恒荷。

 拉格朗日密度在场变换下的不变性或规范不变性，称为场系

统的对称性。

𝐴𝛼 𝑥 ⟶ 𝐴′𝛼 𝑥 = 𝐴𝛼 𝑥 + 𝜕𝛼𝜓 𝑥

𝐴𝛼 𝑥 ⟶ 𝐴′𝛼 𝑥′ = Λ𝛼𝛽𝐴
𝛽 𝑥

𝑥𝛼 ⟶ 𝑥′𝛼 = Λ𝛼𝛽𝑥
𝛽 + 𝑎𝛼

 场的变换可以是场空间内部的变化，例如

 场的变换也可以是由时空坐标改变所诱导出的，例如

可诱导出矢量场𝐴𝛼 𝑥 的如下变换

3

 依赖于某些参数的场变换，如果这些参数可以连续取值，并

且当这些参数取合适的数值时场是不变的，则这样的变换称

为连续变换。

 譬如，以 𝜖为参数的如下变换

𝐴𝛼 𝑥 ⟶ 𝐴′𝛼 𝑥 = 𝐴𝛼 𝑥 + 𝜖𝜕𝛼𝜓 𝑥

 又如，正规洛伦兹变换（6个参数）或时空平移（4个参数）

诱导的场变换。

 系统的连续对称性指的就是拉格朗日密度在场的连续变换下

的不变性或规范不变性。

 连续变换也就是存在无穷小形式的变换。

𝐴𝛼 𝑥 ⟶ 𝐴′𝛼 𝑥 = 𝐴𝛼 𝑥 + 𝛿𝐴𝛼 𝑥

通常将无穷小的变换记为
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考察张量场 𝜑𝐼 𝑥 的无穷小改变

𝜑𝐼 𝑥 ⟶ 𝜑𝐼
′ 𝑥 = 𝜑𝐼 𝑥 + 𝛿𝜑𝐼 𝑥

由此引起的拉格朗日密度的改变为

𝛿ℒ ≜ ℒ 𝜑′ 𝑥 , 𝜕𝜑′ 𝑥 , 𝑥 − ℒ 𝜑 𝑥 , 𝜕𝜑 𝑥 , 𝑥

=
𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼 +

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
𝛿 𝜕𝜇𝜑𝐼

= 𝜕𝜇
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼 +

𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
− 𝜕𝜇

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼

利用拉格朗日方程，得到

𝛿ℒ = 𝜕𝜇
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼

5

 若变换 𝜑𝐼
′ 𝑥 = 𝜑𝐼 𝑥 + 𝛿𝜑𝐼 𝑥 下 ℒ是不变的，即

 若变换 𝜑𝐼
′ 𝑥 = 𝜑𝐼 𝑥 + 𝛿𝜑𝐼 𝑥 下 ℒ是规范不变的，即

则 𝛿𝜑𝐼 是体系的一种对称性，与之相联系的守恒流为

𝛿ℒ = 0

𝒥𝜇 𝑥 =
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼

则 𝛿𝜑𝐼 也是体系的一种对称性，与之相联系的守恒流为

𝛿ℒ = 𝜕𝜇𝐶
𝜇

𝒥𝜇 𝑥 =
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼 − 𝐶𝜇

6

【例】考察复标量场 𝜑 𝑥 = 𝜑1 𝑥 + 𝑖𝜑2 𝑥 ，其中 𝜑1 𝑥 和

𝜑2 𝑥 均为实标量场。无源情形下，该场的拉格朗日密度为

ℒ = −
1

2
𝜕𝜇𝜑

∗𝜕𝜇𝜑 + 𝜅2𝜑∗𝜑

 运动方程为

𝛿𝐿

𝛿𝜑∗
≜

𝜕ℒ

𝜕𝜑∗
− 𝜕𝜇

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑
∗
= 0

𝜕𝜇𝜕𝜇 − 𝜅2 𝜑 𝑥 = 0

由此就给出复标量场 𝜑 𝑥 满足的Klein-Gordon方程：
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整体规范变换

显然，拉格朗日密度在如下定义的整体规范变换下是不变的：

𝜑 𝑥 ⟶ 𝑒𝑖𝜃𝜑 𝑥 , 𝜑∗ 𝑥 ⟶ 𝑒−𝑖𝜃𝜑∗ 𝑥

 由于

𝛿𝜑 𝑥 = 𝑖𝜃𝜑 𝑥 , 𝛿𝜑∗ 𝑥 = −𝑖𝜃𝜑∗ 𝑥

因而守恒流为

𝒥𝜇 𝑥 =෍

𝑖=1

2
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑𝑖
𝛿𝜑𝑖 =

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑
𝛿𝜑 +

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜇𝜑
∗
𝛿𝜑∗

乘上合适的倍数后，可使其具有电流密度的量纲

𝒥𝜇 𝑥 = −ℏ𝑐 𝜕𝜇𝜑∗ 𝑥 𝜑 𝑥 − 𝜑∗ 𝑥 𝜕𝜇𝜑 𝑥

8

【例】设 𝐴𝜇 𝑥 为电磁势，考察规范变换

𝐴𝜇
′ 𝑥 = 𝐴𝜇 𝑥 + 𝜕𝜇𝜓 𝑥

在规范变换下，电磁场拉格朗日密度的改变为

𝛿ℒ = 𝛿ℒ𝑓 + 𝛿ℒ𝑝𝑓 = 𝛿ℒ𝑝𝑓

因此，如果 ℒ是规范不变的，则必须有

𝜕𝜇𝐽
𝜇 = 0

拉格朗日密度的规范不变性意味着电荷守恒。

⟹ 𝛿ℒ = 𝜕𝜇 𝜓𝐽𝜇 − 𝜓𝜕𝜇𝐽
𝜇

⟹ 𝛿ℒ = 𝐽𝜇𝛿𝐴𝜇 = 𝐽𝜇𝜕𝜇𝜓

9

无穷小庞加莱变换为

 定义坐标的变分

其中，Ω𝛼𝛽 和 𝑎𝛼 均为无穷小参数，且

𝑥′𝛼 = 𝑥𝛼 + Ω𝛼𝛽𝑥
𝛽 + 𝑎𝛼

𝜔𝛼𝛽 = −𝜔𝛽𝛼, where 𝜔 ≜ 𝑔Ω

 显然

𝛿𝑥𝛼 ≜ 𝑥′𝛼 − 𝑥𝛼

 由于 𝜕𝛼𝛿𝑥
𝛼 = Ω𝛼𝛽𝜕𝛼𝑥

𝛽 = Ω𝛼𝛼，因而

𝜕𝛼𝛿𝑥
𝛼 = 0

𝛿𝑥𝛼 = Ω𝛼𝛽𝑥
𝛽 + 𝑎𝛼 ⟺ 𝛿𝑥𝛼 = 𝜔𝛼𝛽𝑥

𝛽 + 𝑎𝛼
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1. 场的变分

 坐标变分导致张量场 𝜑𝐼 的如下改变：

𝛿𝜑𝐼 𝑥 ≜ 𝜑𝐼
′ 𝑥′ − 𝜑𝐼 𝑥

其中，𝑥′ = 𝑥 + 𝛿𝑥。将 𝛿𝜑𝐼 称为场 𝜑𝐼 的全变分。

 𝛿𝜑𝐼 包含张量变换引起的场本身的改变，也包含时空坐

标变换引起的场的改变。

 张量场 𝜑𝐼 的形式变分定义为

ҧ𝛿𝜑𝐼 𝑥 ≜ 𝜑𝐼
′ 𝑥 − 𝜑𝐼 𝑥

 ҧ𝛿𝜑𝐼 反映同一时空坐标处张量变换引起的场的改变。

 𝛿𝜑𝐼 和 ҧ𝛿𝜑𝐼 总是指的其定义式右边 𝛿𝑥的线性项。

11

由于

场的形式变分与全变分之间的关系

ҧ𝛿𝜑𝐼 𝑥 = 𝜑𝐼
′ 𝑥 − 𝜑𝐼 𝑥

= −𝛿𝑥𝜇𝜕
𝜇𝜑𝐼

′ 𝑥 + 𝛿𝜑𝐼 𝑥

因此，场的两种变分之间满足关系（不再明显写出自变量 𝑥）

ҧ𝛿𝜑𝐼 = 𝛿𝜑𝐼 − 𝛿𝑥𝜇𝜕
𝜇𝜑𝐼

= − 𝜑𝐼
′ 𝑥′ − 𝜑𝐼

′ 𝑥 + 𝜑𝐼
′ 𝑥′ − 𝜑𝐼 𝑥

 标量场的全变分：𝛿𝜑 𝑥 = 0

𝛿𝐴𝛼 = 𝜔𝛼𝛽𝐴
𝛽

𝛿𝑇𝛼𝛽 = 𝜔𝛼𝜇𝑔𝛽𝜈𝑇
𝜇𝜈 +𝑔𝛼𝜇𝜔𝛽𝜈𝑇

𝜇𝜈

 矢量场的全变分：

 张量场的全变分：

12

2. 拉格朗日密度的变分

坐标变分导致场的拉格朗日密度 ℒ = ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥 的如下变分：

𝛿ℒ 𝜑, 𝜕𝜑, 𝑥 ≜ ℒ 𝜑′ 𝑥′ , 𝜕′𝜑′ 𝑥′ , 𝑥′ − ℒ 𝜑 𝑥 , 𝜕𝜑 𝑥 , 𝑥

𝛿ℒ = ℒ 𝜑′ 𝑥′ , 𝜕′𝜑′ 𝑥′ , 𝑥′ − ℒ 𝜑′ 𝑥 , 𝜕𝜑′ 𝑥 , 𝑥

+ ℒ 𝜑′ 𝑥 , 𝜕𝜑′ 𝑥 , 𝑥 − ℒ 𝜑 𝑥 , 𝜕𝜑 𝑥 , 𝑥

= 𝛿𝑥𝜈𝜕𝜈ℒ +
𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
ҧ𝛿𝜑𝐼 +

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑𝐼
𝜕𝜈 ҧ𝛿𝜑𝐼

将其拆为两项之和：

注：𝜕𝜈ℒ 是 ℒ 对 𝑥𝜈 的全偏导数：固定其他时空坐标对 𝑥𝜈 求偏

导数。而非固定与场相关的量 𝜑, 𝜕𝜑 ，对 𝑥𝜈 求偏导数。
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𝛿ℒ = 𝛿𝑥𝜈𝜕𝜈ℒ + 𝜕𝜈
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑𝐼
ҧ𝛿𝜑𝐼 +

𝜕ℒ

𝜕𝜑𝐼
− 𝜕𝜈

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑𝐼
ҧ𝛿𝜑𝐼

利用莱布尼兹法则，有：

最后利用 ҧ𝛿𝜑𝐼 = 𝛿𝜑𝐼 − 𝛿𝑥𝜇𝜕
𝜇𝜑𝐼，可将其写为

𝛿ℒ = 𝜕𝜈 ℒ𝛿𝑥𝜈 − 𝜕𝜇𝜑𝐼
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑𝐼
𝛿𝑥𝜇 +

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑𝐼
𝛿𝜑𝐼

利用 𝜕𝛼𝛿𝑥
𝛼 = 0以及场的拉格朗日方程，ℒ的变分写为：

𝛿ℒ = 𝜕𝜈 ℒ𝛿𝑥𝜈 +
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑𝐼
ҧ𝛿𝜑𝐼

14

将上式简写为

则拉格朗日密度的变分最终写为了

Π𝜈𝐼 ≜
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑𝐼

൞
𝑇𝜇𝜈 ≜ 𝑔𝜇𝜈ℒ − Π𝜈𝐼𝜕𝜇𝜑𝐼

𝒥𝜈 ≜ 𝑇𝜇𝜈𝛿𝑥𝜇 + Π𝜈𝐼𝛿𝜑𝐼

𝛿ℒ = 𝜕𝜈𝒥
𝜈

这里引入了记号

𝛿ℒ = 𝜕𝜈 𝑔𝜇𝜈ℒ − Π𝜈𝐼𝜕𝜇𝜑𝐼 𝛿𝑥𝜇 + Π𝜈𝐼𝛿𝜑𝐼

定义二阶张量

15

3. 对称性与守恒定律

若时空坐标变换 𝑥𝛼 ⟶ 𝑥𝛼
′ = 𝑥𝛼 + 𝛿𝑥𝛼 下拉格朗日密度是不变的

𝛿ℒ = 0

则称这一变换是场系统的一种对称变换。

⟺ ℒ 𝜑′ 𝑥′ , 𝜕′𝜑′ 𝑥′ , 𝑥′ = ℒ 𝜑 𝑥 , 𝜕𝜑 𝑥 , 𝑥

𝜕𝜈𝒥
𝜈 = 0

诺特定理：若时空坐标变换 𝑥𝛼 ⟶ 𝑥𝛼
′ = 𝑥𝛼 + 𝛿𝑥𝛼 下场系统的拉

格朗日密度不变，则 𝒥𝜈 为守恒流

其中

൞
𝑇𝜇𝜈 ≜ 𝑔𝜇𝜈ℒ − Π𝜈𝐼𝜕𝜇𝜑𝐼

𝒥𝜈 ≜ 𝑇𝜇𝜈𝛿𝑥𝜇 + Π𝜈𝐼𝛿𝜑𝐼
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ℒ 𝜑′ 𝑥′ , 𝜕′𝜑′ 𝑥′ , 𝑥′ = ℒ 𝜑 𝑥 , 𝜕𝜑 𝑥 , 𝑥 + 𝑎

 由于在时空平移变换 𝑥𝛼 ⟶ 𝑥𝛼
′ = 𝑥𝛼 + 𝑎𝛼 下

ℒ 𝜑 𝑥 , 𝜕𝜑 𝑥 , 𝑥 + 𝑎 = ℒ 𝜑 𝑥 , 𝜕𝜑 𝑥 , 𝑥

仅当 𝓛不明显依赖于时空坐标 𝒙时，它才是平移不变的。

因此，ℒ在平移变换下是不变的等价于说

 在时空平移变换下 𝛿𝜑𝐼 = 0。因而

𝒥𝜈 = 𝑇𝜇𝜈𝛿𝑥𝜇 = 𝑇𝜇𝜈𝑎𝜇

𝛿ℒ = 𝜕𝜈𝒥
𝜈 = 𝑎𝜇𝜕𝜈𝑇

𝜇𝜈

所以

17

1. 时空平移不变性与四维动量守恒

诺特定理：若时空平移变换下拉格朗日密度是不变的，则

 𝑇𝜇𝜈 称为场的正则能量-动量张量

𝜕𝜈𝑇
𝜇𝜈 = 0

𝑇𝜇𝜈 ≜ 𝑔𝜇𝜈ℒ − 𝜕𝜇𝜑𝐼
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑𝐼

 与 𝑇𝜇𝜈 对应的四个守恒荷称为系统的总4-动量

𝑃𝜇 ≜
1

𝑐
න𝑇𝜇0𝑑3𝑥 =

ℰ

𝑐
, 𝑃

 𝑇𝜇𝜈 为守恒流也可利用场方程加以证明。

18

 可以将 𝑇00 表示为

可见，ℰ可诠释为是场的总能量。

𝑇00 = 𝑔00ℒ −
𝜕ℒ

𝜕 𝜕0𝜑𝐼
𝜕0𝜑𝐼

=
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝑡𝜑𝐼
𝜕𝑡𝜑𝐼 − ℒ

因而

ℰ = න𝑇00𝑑3𝑥 = න
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝑡𝜑𝐼
𝜕𝑡𝜑𝐼𝑑

3𝑥 − 𝐿

类比离散体系的哈密顿函数

𝐻 =
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑘
ሶ𝑞𝑘 − 𝐿
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能量-动量张量的对称性

 正则能量-动量张量 𝑇𝜇𝜈 可能是不对称的。

 对称能量-动量密度张量的存在是任何物理系统与引力耦合的

不可或缺的先决条件。若不可能找到一个对称的能量-动量密

度张量，则现有的场论将与引力理论不相容。

 总可通过加上一个附加项 𝑡𝜇𝜈，使得 𝑇𝜇𝜈 + 𝑡𝜇𝜈 为对称张量。

𝜕𝜈𝑡
𝜇𝜈 = 0 and න𝑡𝜇0𝑑3𝑥 = 0

 要求这一附加项不会导致守恒定律发生改变，也不会导致

总的能量和动量发生改变。数学上这相当于要求

 附加项使得四维动量重新分布，但却不改变其总值。

20

能量-动量张量的不确定性

 这一模糊性只能依靠引进某些附加的假设才能被消除。

 在电磁理论中可假设：能量-动量张量应该是规范不变的。

 𝑇𝜇𝜈 中可以自由添加附加项，这表明能量-动量张量的定义具

有模糊性。

21

 对于标量场，正则能量-动量张量表示为

𝑇𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈ℒ −
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝜑
𝜕𝜇𝜑

标量场、矢量场的正则能量-动量张量

【思考】自由标量场的 ℒ如下，请写出 𝑇𝜇𝜈 以及 𝑇00

ℒ = −
1

2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑 +𝑚2𝜑2

 对于矢量场，正则能量-动量张量表示为

𝑇𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈ℒ −
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝐴𝛼
𝜕𝜇𝐴𝛼

【思考】请写出二阶张量场的正则能量-动量张量。
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2. 电磁场的能量-动量张量

ℒ𝑓 = −
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 = ℒ𝑓 𝜕𝐴

显然，自由电磁场的拉格朗日密度具有时空平移不变性

 由于

𝑇𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈ℒ −
𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝐴𝛼
𝜕𝜇𝐴𝛼

⟹ 𝑇𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈ℒ +
1

𝜇0
𝐹𝜈𝛼𝜕𝜇𝐴𝛼

 𝑇𝜇𝜈 并非对称的。这一缺陷可通过添加附加项弥补。

因而电磁场的正则能量-动量张量为

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝐴𝛼
= −

1

𝜇0
𝐹𝜈𝛼

23

考察如下附加项：

𝑡𝜇𝜈 = −𝜕𝛼
1

𝜇0
𝐹𝜈𝛼𝐴𝜇

 𝑡𝜇𝜈 的散度恒等于零

∵ 𝜕𝜈𝑡
𝜇𝜈 ∝ 𝜕𝜈𝜕𝛼 𝐹𝜈𝛼𝐴𝜇 = 0

 𝑡𝜇0 对全空间的积分为零

⟹ 附加项不影响守恒定律

⟹ 附加项不影响守恒荷的数值

∵ න𝑡𝜇0𝑑3𝑥 ∝ න𝜕𝛼 𝐹0𝛼𝐴𝜇 𝑑3𝑥 = න𝜕𝑘 𝐹0𝑘𝐴𝜇 𝑑3𝑥 = 0

附加项

 由于自由电磁场满足 𝜕𝜇𝐹
𝜇𝛼 = 0，因而可将 𝑡𝜇𝜈 表示为：

𝑡𝜇𝜈 = −
1

𝜇0
𝐹𝜈𝛼𝜕𝛼𝐴

𝜇

24

𝑇𝑓
𝜇𝜈

= 𝑇𝜇𝜈 + 𝑡𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈ℒ −
1

𝜇0
𝐹𝜈𝛼𝐹𝛼

𝜇

将附加项加到正则能量-动量张量上，给出

这就是电磁场的能量-动量张量。由于第二项是对称的，因而

𝑇𝑓
𝜇𝜈

= 𝑔𝜇𝜈ℒ −
1

𝜇0
𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼

𝜈 =
𝑤 𝑐 റ𝑔

𝑐 റ𝑔 ി𝑇

电磁场的能量-动量张量

 𝑇𝑓
𝜇𝜈 是对称的：𝑇𝑓

𝜇𝜈
= 𝑇𝑓

𝜈𝜇。

 𝑇𝑓
𝜇𝜈 是规范不变的。

 守恒荷没有改变，为

𝑃𝜇 ≜
1

𝑐
න𝑇𝑓

𝜇0
𝑑3𝑥 =

𝑊

𝑐
, റ𝐺 ≜

ℰ𝑓
𝑐
, 𝑃𝑓
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能量-动量密度张量的唯一性

 规范不变性要求 𝑡𝜇𝜈 只能由如下张量构造

𝐹𝛼𝛽, 𝑔𝛼𝛽, 𝑔𝛼𝛽

 𝑡𝜇𝜈 必须是一个二阶张量，而由如上张量所能构造出的 𝑡𝜇𝜈 的

一般形式是

𝑡𝜇𝜈 = 𝑎1𝑔
𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 + 𝑎2𝐹
𝜇𝛼𝐹𝛼

𝜈 + 𝑎3𝐹
𝜇𝜈𝐹𝛼

𝛼

 𝑡𝜇𝜈 满足连续性方程意味着 𝑎2 = 4𝑎1。

在规范不变性的前提下，𝑇𝑓
𝜇𝜈 的定义是否还具有模糊性？也就

是说，𝑇𝑓
𝜇𝜈 在前面的定义式之外是否还可以添加附加项 𝑡𝜇𝜈？

 𝑡𝜇𝜈 不能改变守恒荷意味着 𝑎1 和 𝑎2 只能为零。

26

下面只针对矢量场 𝐴𝛼 讨论。在无穷小洛伦兹变换下，由于

𝒥𝜈 = 𝜔𝜇𝛽𝑇
𝜇𝜈𝑥𝛽 +𝜔𝛼𝛽Π

𝜈𝛼𝐴𝛽

𝛿𝑥𝛼 = 𝜔𝛼𝛽𝑥
𝛽 , 𝛿𝐴𝛼 = 𝜔𝛼𝛽𝐴

𝛽

因而

利用 𝜔𝛼𝛽 的反对称性，可将其改写为

𝒥𝜈 = −
1

2
𝜔𝛼𝛽 𝑥𝛼𝑇𝛽𝜈 − 𝑥𝛽𝑇𝛼𝜈 + 𝐴𝛼Π𝜈𝛽 −𝐴𝛽Π𝜈𝛼

= 𝜔𝛼𝛽 𝑥𝛽𝑇𝛼𝜈 + 𝐴𝛽Π𝜈𝛼

𝛿ℒ = −
1

2
𝜔𝛼𝛽𝜕𝜈 𝑥𝛼𝑇𝛽𝜈 − 𝑥𝛽𝑇𝛼𝜈 + 𝐴𝛼Π𝜈𝛽 − 𝐴𝛽Π𝜈𝛼

所以，在无穷小洛伦兹变换下 𝛿ℒ = 𝜕𝜈𝒥
𝜈 写为了

27

1. 洛伦兹不变性与角动量守恒

诺特定理：若洛伦兹变换下拉格朗日密度是不变的，则

 𝑀𝜈𝛼𝛽 称为正则角动量流密度张量

 与𝑀𝜈𝛼𝛽 对应的个守恒荷称为系统的总4-角动量张量

 𝑀𝜈𝛼𝛽 为守恒流也可利用场方程加以证明。

𝜕𝜈𝑀
𝜈𝛼𝛽 = 0

𝑀𝜈𝛼𝛽 = 𝑥𝛼𝑇𝛽𝜈 − 𝑥𝛽𝑇𝛼𝜈 + 𝐴𝛼Π𝜈𝛽 − 𝐴𝛽Π𝜈𝛼

𝐿𝛼𝛽 ≜
1

𝑐
න𝑀0𝛼𝛽𝑑3𝑥

 𝑀𝜈𝛼𝛽 并不具有标准的形式。

 𝑀𝜈𝛼𝛽 关于指标 𝛼和 𝛽反对称：𝑀𝜈𝛼𝛽 = −𝑀𝜈𝛽𝛼。
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2. 电磁场的正则角动量流密度张量

显然，自由电磁场的拉格朗日密度在洛伦兹变换下不变。因此

因而

= 𝑥𝛼𝑇𝛽𝜈 − 𝑥𝛽𝑇𝛼𝜈 −
1

𝜇0
𝐴𝛼𝐹𝜈𝛽 −𝐴𝛽𝐹𝜈𝛼

𝑀𝜈𝛼𝛽 = 𝑥𝛼𝑇𝛽𝜈 − 𝑥𝛽𝑇𝛼𝜈 + 𝐴𝛼Π𝜈𝛽 − 𝐴𝛽Π𝜈𝛼

𝜕𝜈𝑀
𝜈𝛼𝛽 = 0

其中，𝑀𝜈𝛼𝛽为电磁场的正则角动量流密度张量。由于

𝜕ℒ

𝜕 𝜕𝜈𝐴𝛼
= −

1

𝜇0
𝐹𝜈𝛼

 𝑀𝜈𝛼𝛽 不具有标准的形式。这一缺陷可通过添加附加项弥补。

29

 将𝑀𝜈𝛼𝛽 中的 𝑇𝜇𝜈 写为

=
1

𝜇0
𝐴𝛽𝐹𝜈𝛼 + 𝑥𝛼𝜕𝜇

1

𝜇0
𝐹𝜈𝜇𝐴𝛽 − 𝛼 ⟷ 𝛽

𝑇𝜇𝜈 = 𝑇𝑓
𝜇𝜈
− 𝑡𝜇𝜈 , where 𝑡𝜇𝜈 = −𝜕𝛼

1

𝜇0
𝐹𝜈𝛼𝐴𝜇

𝑀𝜈𝛼𝛽 = 𝑥𝛼𝑇𝑓
𝛽𝜈
− 𝑥𝛽𝑇𝑓

𝛼𝜈 +𝑚𝜈𝛼𝛽

𝑚𝜈𝛼𝛽 =
1

𝜇0
𝐴𝛽𝐹𝜈𝛼 − 𝑥𝛼𝑡𝛽𝜈 − 𝛼 ⟷ 𝛽

得到

= 𝜕𝜇
1

𝜇0
𝐹𝜈𝜇𝑥𝛼𝐴𝛽 − 𝛼 ⟷ 𝛽

其中

30

𝑚𝜈𝛼𝛽 =
1

𝜇0
𝜕𝜇 𝐹

𝜈𝜇 𝑥𝛼𝐴𝛽 − 𝑥𝛽𝐴𝛼

 𝑚𝜈𝛼𝛽 的散度恒等于零

𝜕𝜈𝑚
𝜈𝛼𝛽 ∝ 𝜕𝜈𝜕𝜇 𝐹

𝜈𝜇 𝑥𝛼𝐴𝛽 − 𝑥𝛽𝐴𝛼 = 0

 𝑚0𝛼𝛽 对全空间的积分为零

න𝑚0𝛼𝛽𝑑3𝑥 ∝ න𝜕𝑘 𝐹
0𝑘 𝑥𝛼𝐴𝛽 − 𝑥𝛽𝐴𝛼 𝑑3𝑥 = 0

 因此

⟹ 有无此项都不会影响守恒定律

⟹ 有无此项都不会影响守恒荷的数值
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电磁场的能量-动量张量

重新定义电磁场的角动量流密度张量：

𝑀𝑓
𝜈𝛼𝛽

= 𝑥𝛼𝑇𝑓
𝜇𝛽

− 𝑥𝛽𝑇𝑓
𝜇𝛼

= 𝑀𝜈𝛼𝛽 −𝑚𝜈𝛼𝛽

 守恒荷为

𝐿𝛼𝛽 = 𝐾, 𝐿 = 0 𝐾

−𝐾 ി𝐿

其中

𝐾 = 𝑐𝑡 റ𝐺 −
1

𝑐
න𝑤 റ𝑥𝑑3𝑥 , 𝐿 = න റ𝑥 × റ𝑔 𝑑3𝑥

 𝑀𝑓
𝜇𝛼𝛽 具有标准形式，且关于 𝛼和 𝛽反对称。

 𝑀𝑓
𝜇𝛼𝛽 是规范不变的。

32

 相对性原理、规范不变性决定了场的拉格朗日密度

ℒ = ℒ𝑓 + ℒ𝑝𝑓 = −
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 + 𝐽𝛼𝐴𝛼

 ℒ决定了电磁场满足麦克斯韦方程

𝜕𝛼𝐹
𝛼𝛽 = −𝜇0𝐽

𝛽

 𝐹𝛼𝛽 的定义意味着其满足毕安琪恒等式

𝜕𝛼𝐹𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝐹𝜈𝛼 + 𝜕𝜈𝐹𝛼𝜇 = 0

其中，电磁场张量的定义为

𝐹𝛼𝛽 ≜ 𝜕𝛼𝐴𝛽 − 𝜕𝛽𝐴𝛼

33

 由 ℒ𝑓 可构造电磁场的正则能量-动量张量

𝑇𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈ℒ +
1

𝜇0
𝐹𝜈𝛼𝜕𝜇𝐴𝛼

 对称性、规范不变性将电磁场的能量-动量张量确定为

𝑇𝑓
𝜇𝜈
= 𝑔𝜇𝜈ℒ −

1

𝜇0
𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼

𝜈

 粒子系统的能量-动量张量可直接由其含义得到，为

𝑇𝑝
𝛼𝛽

= 𝑛0𝑚𝑢
𝛼𝑢𝛽 = 𝜌0𝑢

𝛼𝑢𝛽

𝑇𝑓
𝜇𝜈

=
𝑤 Τറ𝑆 𝑐

𝑐 റ𝑔 ി𝑇

, 𝑇𝑝
𝜇𝜈

= 𝛾𝜌
𝑐2 𝑐 റ𝑣

𝑐 റ𝑣 റ𝑣 റ𝑣

 电磁场、粒子系统的能量-动量张量可分别写为
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 利用麦克斯韦方程和毕安琪恒等式，直接计算就可以给出

𝜕𝜈𝑇𝑓
𝜇𝜈
= −𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼

 带电粒子-电磁场系统的能量-动量守恒意味着：

𝜕𝜈𝑇
𝜇𝜈 = 𝜕𝜈 𝑇𝑓

𝜇𝜈
+ 𝑇𝑝

𝜇𝜈
= 0

⟹ 𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈
= 𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼

 设 𝑉是包含某个粒子 𝑒的极小区域

න
𝑉

𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼𝑑
3𝑥 = 𝐹𝜇𝛼න

𝑉

𝐽𝛼𝑑
3𝑥 = 𝐹𝜇𝛼𝑢𝛼න

𝑉

𝜌0𝑑
3𝑥

න
𝑉

𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈
𝑑3𝑥 = න

𝑉

𝜕0𝑇𝑝
𝜇0
𝑑3𝑥 +න

𝑉

𝜕𝑘𝑇𝑝
𝜇𝑘
𝑑3𝑥

由此，我们就证明了带电粒子的动力学方程为

𝑑𝑝𝜇

𝑑𝜏
= 𝑒𝐹𝜇𝛼𝑢𝛼

𝑒

𝑉

=
𝑑𝑝𝜇

𝑑𝑡
=
1

𝛾

𝑑𝑝𝜇

𝑑𝜏

=
1

𝛾
𝑒𝐹𝜇𝛼𝑢𝛼

35

谢谢


