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§3  守恒定律

2

体积元 𝑑𝑉内的带电粒子受到的四维电磁力为

𝑑𝐾𝛼 = 𝑛𝑒𝐹𝛼𝛽𝑢𝛽𝑑𝑉

简单起见，此处假设只有一类带电粒子，其数密度为 𝑛。

 利用固有数密度 𝑛0 = Τ𝑛 𝛾和固有体积元 𝑑𝑉0 = 𝛾𝑑𝑉，有

𝑑𝐾𝛼 = 𝑛0𝑒𝐹
𝛼𝛽𝑢𝛽𝑑𝑉0

 利用 𝐽𝛼 = 𝜌0𝑢
𝛼 = 𝑛0𝑒𝑢

𝛼，又可得

𝑑𝐾𝛼 = 𝐹𝛼𝛽𝐽𝛽𝑑𝑉0

3

 定义四维的电磁力密度矢量为

𝑓𝛼 ≜
𝑑𝐾𝛼

𝑑𝑉0
= 𝐹𝛼𝛽𝐽𝛽 = 𝑓0, റ𝑓

 由于

𝐹𝛼𝛽𝐽𝛽 =
0 Τ𝐸 𝑐

− Τ𝐸 𝑐 ി𝐵

−𝜌𝑐

റ𝐽

所以

 𝑓𝛼 的空间分量正是电磁力密度 റ𝑓 = 𝜌𝐸 + റ𝐽 × 𝐵。

𝑓𝛼 =
1

𝑐
𝐸 ⋅ റ𝐽, 𝜌𝐸 + റ𝐽 × 𝐵

 𝑓𝛼 的时间分量则联系于功率密度 𝑓0 = Τ𝐸 ⋅ റ𝐽 𝑐 = റ𝑓 ⋅ റ𝛽。
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2. 电磁场的能量-动量守恒定律

利用麦克斯韦方程 𝜕𝛼𝐹
𝛼𝛽 = −𝜇0𝐽

𝛽，四维力密度可以写为

𝑓𝜇 = 𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼 =
1

𝜇0
𝐹𝜇𝛼𝜕𝛽𝐹𝛼𝛽 =

1

𝜇0
𝜕𝛽 𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼𝛽 −

1

𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝜕

𝛽𝐹𝜇𝛼

−𝐹𝛼𝛽𝜕
𝛽𝐹𝜇𝛼 = 𝐹𝛼𝛽𝜕

𝜇𝐹𝛼𝛽 + 𝐹𝛼𝛽𝜕
𝛼𝐹𝛽𝜇

其中的 −𝐹𝛼𝛽𝜕
𝛽𝐹𝜇𝛼 可利用毕安琪恒等式表示为

= 𝜕𝜇
1

2
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 + 𝐹𝛽𝛼𝜕

𝛽𝐹𝛼𝜇

= 𝜕𝜇
1

2
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 + 𝐹𝛼𝛽𝜕

𝛽𝐹𝜇𝛼

⟹ −𝐹𝛼𝛽𝜕
𝛽𝐹𝜇𝛼 = 𝜕𝜇

1

4
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

5

𝑓𝜇 = 𝜕𝛽
1

𝜇0
𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼𝛽 + 𝜕𝜇

1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

= 𝜕𝜈
1

𝜇0
𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼

𝜈 + 𝜕𝜈
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽𝑔

𝜇𝜈

这样就给出了电磁场的能量-动量守恒定律：

𝑇𝑓
𝜇𝜈

≜ −
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 𝑔𝜇𝜈 −

1

𝜇0
𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼

𝜈

𝑓𝜇 = −𝜕𝜈𝑇𝑓
𝜇𝜈

定义电磁场的能量-动量张量：

因而，𝑓𝜇 = 𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼可以用电磁场张量表示为

6

能量-动量张量的对称性

 𝑻𝒇
𝝁𝝂 是无迹、对称张量： 𝑇𝑓

𝜇

𝜇
= 0且 𝑇𝑓

𝜇𝜈
= 𝑇𝑓

𝜈𝜇。这是由于

𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼
𝜈 = −𝐹𝛼𝜇𝐹𝛼

𝜈
= −𝐹𝛼

𝜇𝐹𝛼𝜈 = 𝐹𝛼
𝜇𝐹𝜈𝛼 = 𝐹𝜈𝛼𝐹𝛼

𝜇

𝑇𝑓
𝜇𝜈

= 𝑔𝜇𝜈ℒ𝑓 −
1

𝜇0
𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼

𝜈

电磁场的能量-动量张量可以写为：

其中

ℒ𝑓 = −
1

4𝜇0
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 =

1

2
𝜀0 𝐸2 − 𝑐2𝐵2

−
1

𝜇0
𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼

𝜈 = 𝜀0

𝐸2 𝐸 × 𝑐𝐵

𝐸 × 𝑐𝐵 𝑐2𝐵2ി𝐼 − 𝐸𝐸 + 𝑐2𝐵𝐵
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能量-动量张量的含义

可以证明

𝑇𝑓
𝜇𝜈

=
𝑤 Τറ𝑆 𝑐

Τറ𝑆 𝑐 ി𝑇

其中

𝑤 =
1

2
𝜀0 𝐸2 + 𝑐2𝐵2

റ𝑆 = 𝜀0𝑐
2𝐸 × 𝐵 = 𝑐2 റ𝑔

ി𝑇 = 𝑤ി𝐼 − 𝜀0 𝐸𝐸 + 𝑐2𝐵𝐵

=
𝑤 Τറ𝑆 𝑐

𝑐 റ𝑔 ി𝑇

密度 流密度

8

能量-动量守恒定律的三维表述

 当 𝜇 = 0时，𝑓𝜇 = −𝜕𝜈𝑇𝑓
𝜇𝜈 写为

𝑓0 = −𝜕𝜈𝑇𝑓
0𝜈 = −𝜕0𝑇𝑓

00 − 𝜕𝑖𝑇𝑓
0𝑖

𝐸 ⋅ റ𝐽 = −𝜕𝑡𝑤 −𝛻 ⋅ റ𝑆

𝜌𝐸 + റ𝐽 × 𝐵 = −𝜕𝑡 റ𝑔 − 𝛻 ⋅ ി𝑇

 当 𝜇 = 𝑖时，𝑓𝜇 = −𝜕𝜈𝑇𝑓
𝜇𝜈 写为

𝑓𝑖 = −𝜕𝜈𝑇𝑓
𝑖𝜈 = −𝜕0𝑇𝑓

𝑖0 − 𝜕𝑗𝑇𝑓
𝑖𝑗

由于 𝑓0 = Τ𝐸 ⋅ റ𝐽 𝑐，因而这正是电磁场的能量守恒定律：

由于 റ𝑓 = 𝜌𝐸 + റ𝐽 × 𝐵，因而这正是电磁场的动量守恒定律：

= −𝑐−1𝜕𝑡 𝑐𝑔𝑖 − 𝜕𝑗𝑇𝑖𝑗

= −𝑐−1𝜕𝑡𝑤 − 𝛻 ⋅ Τറ𝑆 𝑐

9

电磁场的四维动量

在自由空间中，能量-动量守恒定律写为：𝜕𝜈𝑇𝑓
𝜇𝜈

= 0。

 对于每一个 𝜇，都给出了一个守恒流，因而共有4个守恒流

𝑇𝑓
𝜇𝜈
, 𝜇 = 0,1,2,3

 与每一个守恒流对应的都有一个守恒荷，将四个守恒荷记为

𝑃𝑓
𝜇
≜
1

𝑐
න𝑇𝑓

𝜇0
𝑑𝑉 =

𝑊

𝑐
, റ𝐺 ≜

ℰ𝑓
𝑐
, 𝑃𝑓

 𝑃𝑓
𝜇 必然是4-矢量，称为电磁场的四维动量。

【证明】对任意常矢量 𝑋𝜇，有 𝜕𝜈 𝑋𝜇𝑇𝑓
𝜇𝜈

= 0。

因而，守恒流 𝑋𝜇𝑇𝑓
𝜇𝜈 的守恒荷 𝑋𝜇𝑃𝑓

𝜇 必然为4-标量。

此结论对任意常矢量 𝑋𝜇 成立就意味着，𝑃𝑓
𝜇 是一个4-矢量。
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带电粒子-电磁场系统的能量-动量是守恒的。因而应该有

𝑓𝜇 = 𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈 如何证明？

 𝑓𝜇 = 𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼 中的 𝐽𝛼 = 𝜌𝑐, റ𝐽 是带电粒子系统的4-电流。设

𝑥𝑛
𝛼 𝑡 是粒子 𝑒𝑛 以时间作为参数的世界线方程，可证

 证明思路：将 𝑓𝜇 = 𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼 中的 𝐹𝜇𝛼 利用洛伦兹方程用粒子的

状态变量表示，并将结果设法写成 𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈 的形式。

 此处，采用另一种方案：

首先，给出 𝑻𝒑
𝝁𝝂 的表达式；尔后，证明 𝒇𝝁 = 𝝏𝝂𝑻𝒑

𝝁𝝂 成立。

𝐽𝛼 𝑥 =෍

𝑛

𝑒𝑛
𝑑𝑥𝑛

𝛼 𝑡

𝑑𝑡
𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑛 𝑡

11

1. 粒子系统的能量-动量张量

考察一个无相互作用粒子的集合。假设某一点附近，粒子的数

密度为 𝑛 𝑥 ，并且其速度为 റ𝑣 𝑥 ⟹固有数密度 𝑛0 = Τ𝑛 𝛾。

 能量密度：𝑤 = 𝛾𝑛𝑚𝑐2

 沿 𝑥𝑘 方向的能流密度：𝑆𝑘 = 𝑤𝑣𝑘 = 𝛾𝑛𝑚𝑐2𝑣𝑘

 沿 𝑥𝑘 方向的动量密度：𝑔𝑘 = 𝛾𝑛𝑚𝑣𝑘 = Τ𝑆𝑘 𝑐2

 动量流密度：𝑇𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑣𝑗 = 𝛾𝑛𝑚𝑣𝑗𝑣𝑘

റ𝑣ො𝑥𝑘

𝑑𝑆

𝑣𝑑𝑡

⟹ 𝑤 = 𝛾2𝑛0𝑚𝑐
2 = 𝑛0𝑚𝑢

0𝑢0

⟹ Τ𝑆𝑘 𝑐 = 𝛾2𝑛0𝑚𝑐𝑣𝑘 = 𝑛0𝑚𝑢
0𝑢𝑘

⟹ 𝑐𝑔𝑘 = 𝑛0𝑚𝑢
𝑘𝑢0

⟹ 𝑇𝑖𝑗 = 𝛾2𝑛0𝑚𝑣𝑗𝑣𝑘 = 𝑛0𝑚𝑢
𝑖𝑢𝑗

12

这 16 个分量构成一个4-张量，称为粒子系统的能量-动量张量：

𝑇𝑝
𝛼𝛽

= 𝑛0𝑚𝑢
𝛼𝑢𝛽 = 𝜌0𝑢

𝛼𝑢𝛽

其中， 𝑛0 和 𝜌0 分别为固有数密度和固有质量密度。

能量-动量密度张量

 张量 𝑇𝑝
𝛼𝛽 是对称的：𝑇𝑝

𝛼𝛽
= 𝑇𝑝

𝛽𝛼。

 张量 𝑇𝑝
𝛼𝛽的物理含义：

𝑇𝑝
00 =能量密度

𝑇𝑝
𝑖0 = 𝑖动量密度 × 𝑐

𝑇𝑝
0𝑗
= 𝑗方向的能量流密度÷ 𝑐

𝑇𝑝
𝑖𝑗
= 𝑗方向的 𝑖动量流密度

𝑇𝑝
𝜇𝜈

=
𝛾𝜌𝑐2 𝛾𝜌𝑐 റ𝑣

𝛾𝜌𝑐 റ𝑣 𝛾𝜌 റ𝑣 റ𝑣

= 𝛾𝜌
𝑐2 𝑐 റ𝑣

𝑐 റ𝑣 റ𝑣 റ𝑣

密度 流密度
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孤立粒子系统的能量-动量守恒定律

孤立粒子系统的能量-动量守恒可用 𝑇𝑝
𝛼𝛽 的连续性方程表示为：

𝜕𝛽𝑇𝑝
𝛼𝛽

= 0

𝜕0𝑇𝑝
00 + 𝜕𝑘𝑇𝑝

0𝑘 = 𝜕𝛽𝑇𝑝
0𝛽

= 0

【证明】任取一体积 𝑉，其内能量 𝑉׬ 𝑇𝑝
00𝑑3𝑥的减少率为

−
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑇𝑝
00𝑑3𝑥 = −𝑐න

𝑉

𝜕0𝑇𝑝
00𝑑3𝑥

单位时间内能量经边界流出该体积的总量为

𝑐 ර
𝜕𝑉

𝑇𝑝
0𝑘𝑑𝜎𝑘 = 𝑐න

𝑉

𝜕𝑘𝑇𝑝
0𝑘𝑑3𝑥

根据能量守恒，能量的减少必然是能量流出该体系的结果。因

此能量守恒意味着上面两量必须相等。当体积足够小时就给出

14

体系的总能量和总动量

四个守恒流 𝑇𝑝
𝛼𝛽

𝛼 = 0,1,2,3 对应四个守恒荷：

𝑃𝑝
𝛼 ≜

1

𝑐
න𝑇𝑝

𝛼0𝑑3𝑥 =
ℰ𝑝
𝑐
, 𝑃𝑝

其中 ℰ𝑝 和 𝑃𝑝 分别给出体系的总能量和总动量。

 𝑃𝑝
𝛼必然是4-矢量，称为粒子系统的总4-动量。

15

2. 带电粒子的能量-动量守恒定律

带电粒子-电磁场系统的能量-动量守恒意味着应该有：

න
𝑉

𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈
𝑑3𝑥 = න

𝑉

𝑓𝜇𝑑3𝑥 = න
𝑉

𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼𝑑
3𝑥

𝑓𝜇 = 𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈

 带电粒子系统的能量-动量张量我们是知道的，为

𝑇𝑝
𝜇𝜈

= 𝑛0𝑚𝑢
𝜇𝑢𝜈

 进一步，我们只需要证明：上式对任一仅包含某个带电粒子

的、足够小的区域 𝑉成立。

 为证明带电粒子系统的能量-动量守恒，只需要证明：对任一

给定的区域 𝑉下式都成立
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න
𝑉

𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈
𝑑3𝑥 = න

𝑉

𝜕0𝑇𝑝
𝜇0
𝑑3𝑥 +න

𝑉

𝜕𝑘𝑇𝑝
𝜇𝑘
𝑑3𝑥

 设 𝑉是包含某个粒子 𝑒的极小区域。

=
𝑑

𝑑𝑡

1

𝑐
න
𝑉

𝑇𝑝
𝜇0
𝑑3𝑥 +ර

𝜕𝑉

𝑇𝑝
𝜇𝑘
𝑑𝜎𝑘

න
𝑉

𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼𝑑
3𝑥 = 𝐹𝜇𝛼න

𝑉

𝐽𝛼𝑑
3𝑥 = 𝐹𝜇𝛼න

𝑉

𝜌0𝑢𝛼𝑑
3𝑥 =

1

𝛾
𝑒𝐹𝜇𝛼𝑢𝛼

𝑒

𝑉

⟹ න
𝑉

𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈
𝑑3𝑥 =

𝑑𝑝𝜇

𝑑𝑡

⟹ න
𝑉

𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼𝑑
3𝑥 =

1

𝛾

𝑑𝑝𝜇

𝑑𝜏
=
𝑑𝑝𝜇

𝑑𝑡

⟹ න
𝑉

𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈
𝑑3𝑥 = න

𝑉

𝑓𝜇𝑑3𝑥 证毕！

17

这样，我们就证明了带电粒子系统的能量-动量守恒定律：

𝑓𝜇 = 𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈

而粒子系统的能量-动量张量为 𝑇𝑝
𝜇𝜈

= 𝑛0𝑚𝑢
𝜇𝑢𝜈。

 𝑇𝑝
𝜇𝜈 是对称张量：𝑇𝑝

𝜇𝜈
= 𝑇𝑝

𝜈𝜇。

 𝑇𝑝
𝜇𝜈 可以表示为

𝑇𝑝
𝜇𝜈

=
𝛾𝑛𝑚𝑐2 𝛾𝑛𝑚𝑐 റ𝑣

𝛾𝑛𝑚𝑐 റ𝑣 𝛾𝑛𝑚 റ𝑣 റ𝑣

密度 流密度

= 𝛾𝜌𝑚
𝑐2 𝑐 റ𝑣

𝑐 റ𝑣 റ𝑣 റ𝑣

其中 𝜌𝑚 = 𝑛𝑚 = 𝛾𝑛0𝑚为质量密度。

18

粒子系统的四维动量

对于不带电的粒子系统，能量-动量守恒定律写为：

𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈

= 0

 对于每一个𝜇，都给出了一个守恒流，因而共有4个守恒流

𝑇𝑝
𝜇𝜈
, 𝜇 = 0,1,2,3

 与每一个守恒流对应的都有一个守恒荷，四个守恒荷构成了

一个四维矢量

𝑃𝑝
𝜇
≜
1

𝑐
න𝑇𝑝

𝜇0
𝑑𝑉 =

1

𝑐
෍ℰ𝑛 , ෍ റ𝑝𝑛 ≜

ℰ𝑝
𝑐
, 𝑃𝑝

称为粒子系统的四维动量。
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19

根据前面的讨论，对于电磁场-带电粒子系统，有

这就是电磁场-带电粒子系统的能量-动量守恒定律。其中

𝑓𝜇 = −𝜕𝜈𝑇𝑓
𝜇𝜈

and 𝑓𝜇 = 𝜕𝜈𝑇𝑝
𝜇𝜈

由此必然有

𝜕𝜈𝑇
𝜇𝜈 = 0

𝑇𝜇𝜈 ≜ 𝑇𝑝
𝜇𝜈
+ 𝑇𝑓

𝜇𝜈

为电磁场-带电粒子系统的总能量-动量张量。

20

𝑃𝜇 ≜
1

𝑐
න𝑇𝜇0𝑑𝑉 =

ℰ

𝑐
, 𝑃

 𝑻𝝁𝝂 是一个对称张量：𝑇𝜇𝜈 = 𝑇𝜈𝜇。

 四个守恒荷构成的四维矢量称为系统的总的四维动量

𝑇𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈ℒ𝑓 −
1

𝜇0
𝐹𝜇𝛼𝐹𝛼

𝜈 + 𝑛0𝑚𝑢
𝜇𝑢𝜈

总能量-动量张量具体写出来为

𝑇𝜇𝜈 =

𝑤 𝑐 റ𝑔

𝑐 റ𝑔 ി𝑇

+ 𝛾𝜌𝑚
𝑐2 റ𝑣

റ𝑣 റ𝑣 റ𝑣

即有

21

定义电磁场-带电粒子系统的角动量流密度张量：

𝑀𝜇𝛼𝛽 ≜ 𝑥𝛼𝑇𝜇𝛽 − 𝑥𝛽𝑇𝜇𝛼

 𝑀𝜇𝛼𝛽 关于后两个指标反对称：𝑀𝜇𝛼𝛽 = −𝑀𝜇𝛽𝛼。

 利用 𝜕𝜈𝑇
𝜇𝜈 = 0，可得

𝜕𝜇𝑀
𝜇𝛼𝛽 = 𝜕𝜇𝑥

𝛼 𝑇𝜇𝛽 − 𝜕𝜇𝑥
𝛽 𝑇𝜇𝛼

= 𝛿𝜇
𝛼𝑇𝜇𝛽 − 𝛿𝜇

𝛽
𝑇𝜇𝛼 = 𝑇𝛼𝛽 − 𝑇𝛽𝛼

再利用 𝑇𝜇𝜈 的对称性，得到

𝜕𝜇𝑀
𝜇𝛼𝛽 = 0

这就是角动量守恒定律。
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22

【思考】作为力矩密度 റ𝜏 = റ𝑥 × റ𝑓的推广，定义4-力矩密度张量：

𝜏𝛼𝛽 ≜ 𝑥𝛼𝑓𝛽 − 𝑥𝛽𝑓𝛼

 𝜏𝛼𝛽 是一个反对称二阶张量：𝜏𝛼𝛽 = −𝜏𝛽𝛼。

 请证明：

𝜏𝛼𝛽 = റ𝑓𝑐𝑡 − റ𝑓 ⋅ റ𝛽 റ𝑥, റ𝜏

 请证明：

𝜏𝛼𝛽 = −𝜕𝜇 𝑥𝛼𝑇𝑓
𝛽𝜇

− 𝑥𝛽𝑇𝑓
𝛼𝜇

= −𝜕𝜇𝑀𝑓
𝜇𝛼𝛽

𝜏𝛼𝛽 = +𝜕𝜇 𝑥𝛼𝑇𝑝
𝛽𝜇

− 𝑥𝛽𝑇𝑝
𝛼𝜇

= +𝜕𝜇𝑀𝑝
𝜇𝛼𝛽

23

角动量流密度张量的守恒荷

对于每一组 𝛼, 𝛽，𝑀𝜇𝛼𝛽 构成了一个守恒流。守恒荷记为

𝐿𝛼𝛽 ≜
1

𝑐
න𝑀0𝛼𝛽𝑑3𝑥 =

1

𝑐
න 𝑥𝛼𝑇0𝛽 − 𝑥𝛽𝑇0𝛼 𝑑3𝑥

称为角动量张量。

 𝐿𝛼𝛽 是一个反对称二阶张量，可将其简记为

𝐿𝛼𝛽 = 𝐾, 𝐿 =
0 𝐾

−𝐾 ി𝐿

 独立守恒荷有6个：𝐾和 𝐿，其中 𝐿由下式定义

𝐿𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘

24

守恒荷 𝑳的物理意义

𝐿𝑖𝑗 ≜
1

𝑐
න𝑀0𝑖𝑗𝑑3𝑥 =

1

𝑐
න 𝑥𝑖𝑇0𝑗 − 𝑥𝑗𝑇0𝑖 𝑑3𝑥

= න 𝑥𝑖𝑔𝑗 − 𝑥𝑗𝑔𝑖 𝑑3𝑥 + න𝛾𝜌𝑚 𝑥𝑖𝑣𝑗 − 𝑥𝑗𝑣𝑖 𝑑3𝑥

𝐿 = න റ𝑥 × റ𝑔 𝑑3𝑥 +෍

𝑛

റ𝑥𝑛 × റ𝑝𝑛 = 𝐿𝑓 + 𝐿𝑝

因此，𝑳为系统的总角动量

由于

𝑇𝜇𝜈 =

𝑤 𝑐 റ𝑔

𝑐 റ𝑔 ി𝑇

+ 𝛾𝜌𝑚
𝑐2 𝑐 റ𝑣

𝑐 റ𝑣 റ𝑣 റ𝑣
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守恒荷 𝑲的物理意义

𝐾𝑖 = 𝐿0𝑖 ≜
1

𝑐
න𝑀00𝑖𝑑3𝑥 =

1

𝑐
න 𝑥0𝑇0𝑖 − 𝑥𝑖𝑇00 𝑑3𝑥

= න 𝑐𝑡𝑔𝑖 −
𝑤

𝑐
𝑥𝑖 𝑑3𝑥 +න𝛾𝜌𝑚𝑐 𝑡𝑣𝑖 − 𝑥𝑖 𝑑3𝑥

因此（其中 𝑃 = 𝑃𝑓 + 𝑃𝑝 为电磁场-带电粒子系统的总动量）

𝐾 = 𝑐𝑡𝑃 −
1

𝑐
න𝑤 റ𝑥𝑑3𝑥 +෍

𝑛

ℰ𝑛 റ𝑥𝑛 = 𝐾𝑓 + 𝐾𝑝

由于

𝑇𝜇𝜈 =

𝑤 𝑐 റ𝑔

𝑐 റ𝑔 ി𝑇

+ 𝛾𝜌𝑚
𝑐2 𝑐 റ𝑣

𝑐 റ𝑣 റ𝑣 റ𝑣

26

所以，𝐾守恒意味着

𝑐2𝑃𝑡 − න𝑤 റ𝑥𝑑3𝑥 +෍ℰ𝑛 റ𝑥𝑛 = 𝑐2𝑃𝑡 − ℰ റ𝑥cm = constant vector

其中 ℰ = ℰ𝑓 + ℰ𝑝 是体系的总能量， റ𝑥cm则为体系的能量中心：

റ𝑥cm ≜
𝑇00׬ റ𝑥𝑑3𝑥

𝑇00𝑑3𝑥׬
=
𝑤׬ റ𝑥𝑑3𝑥 + σℰ𝑛 റ𝑥𝑛

ℰ

由于体系的总动量 𝑃和总能量 ℰ都是守恒的，所以

𝑑 റ𝑥cm
𝑑𝑡

=
𝑐2𝑃

ℰ

也就是说，能量中心作匀速直线运动。


