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§4  闵可夫斯基空间的张量
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 两事件的时空间隔 𝑑𝑠2 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽

 固有长度和固有时间 𝑑𝜏 = Τ𝑑𝑡 𝛾。

 四维体积元 𝑑4𝑥 = 𝑑𝑥0𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3 = 𝑐𝑑𝑡𝑑3𝑥。

 四维标量必然也是三维空间中的标量。

 真空中的光速 𝑐

能够用与标架选取无关的一个数描述的物理量称为四维标量，

经常也称其为不变量——在庞加莱变换下不变的数。

 四维标量的例子：

 粒子的质量𝑚和电量 𝑒

3

四维（逆变）矢量是一个有四个分量的量 𝑋𝛼 = 𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 ，

它在庞加莱变换 𝑥′ = Λ𝑥 + 𝑎下按照如下方式变换

𝑋′𝛼 = Λ𝛼𝜇𝑋
𝜇

 时空位移 𝑑𝑥𝛼 是矢量的原型

𝑑𝑥𝛼 = 𝑐𝑑𝑡, 𝑑 റ𝑥

 四维矢量 𝑋𝛼 的时间分量 𝑋0 必然是三维空间中的标量，而其

空间分量 𝑋𝑖 则必然是三维空间中的矢量。经常将其写为

𝑋𝛼 = 𝑋0, 𝑋
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1. 四维速度

 利用 Τ𝑑𝑡 𝑑𝜏 = 𝛾，可得4-速度与3-速度 റ𝑣 = Τ𝑑 റ𝑥 𝑑𝑡的关系

粒子的四维速度定义为

𝑢𝛼 ≜
𝑑𝑥𝛼

𝑑𝜏

𝑢𝛼 = 𝛾 𝑐, റ𝑣 = 𝛾𝑐 1, റ𝛽

 റ𝑣沿粒子轨迹的切线方向；𝑢𝛼沿粒子世界线的切线方向。

𝑥1

𝑥2

𝑂

റ𝑣

tan𝜃 = 𝛽

𝑥1

𝑐𝑡

𝑂

𝜃

𝑢𝛼

5

【例】试利用四维速度推导相对论的速度合成法则。

【解】 4‒速度满足洛伦兹反变换

𝛾𝑐

1

𝛽1

𝛽2

𝛽3

=

𝛾0 𝛽0𝛾0 0 0

𝛽0𝛾0 𝛾0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⋅ 𝛾′𝑐

1

𝛽1
′

𝛽2
′

𝛽3
′

⟹

𝛽1 =
𝛽1
′ + 𝛽0

1 + 𝛽0𝛽1
′

𝛽2,3 =
𝛽2,3
′

𝛾0 1 + 𝛽0𝛽1
′

⟹

𝛾 = 𝛾0𝛾
′ 1 + 𝛽0𝛽1

′

𝛾𝛽1 = 𝛾0𝛾
′ 𝛽0 +𝛽1

′

𝛾𝛽2,3 = 𝛾′𝛽2,3
′
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2. 四维动量

 经常将其记为

静止质量为𝑚的粒子的四维动量定义为

其中， ℰ和 റ𝑝分别称为粒子的相对论能量和动量：

𝑝𝛼 ≜ 𝑚𝑢𝛼 = 𝛾𝑚𝑐 1, റ𝛽

𝑝𝛼 =
ℰ

𝑐
, റ𝑝

ℰ ≜ 𝛾𝑚𝑐2 =
𝑚𝑐2

1 − 𝛽2
, റ𝑝 ≜ 𝛾𝑚 റ𝑣 =

𝑚 റ𝑣

1 − 𝛽2

 由定义不难得到如下关系

റ𝛽 =
റ𝑝𝑐

ℰ
, ℰ2 = റ𝑝 2𝑐2 +𝑚2𝑐4
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3. 四维加速度

 利用 Τ𝑑𝛾 𝑑𝑡 = 𝛾3 റ𝛽 ⋅
ሶറ𝛽 ，不难得到四维加速度的分量

粒子的四维加速度定义为

𝑤𝛼 ≜
𝑑𝑢𝛼

𝑑𝜏

𝑤0 = 𝛾4 റ𝛽 ⋅ റ𝑎, 𝑤 = 𝛾4 റ𝑎 + റ𝛽 × റ𝛽 × റ𝑎

𝑤′𝛼 = 0, റ𝑎′ = 0, 𝑎1
′ , 𝑎2

′ , 𝑎3
′

把 റ𝑎分解为平行与垂直于 റ𝛽的分量，从而将𝑤𝛼 的分量写为

𝑤0 = 𝛾4 റ𝛽 ⋅ റ𝑎, 𝑤∥ = 𝛾4 റ𝑎∥, 𝑤⊥ = 𝛾2 റ𝑎⊥

 在MCRF系中，粒子速度 റ𝛽′ = 0，从而

8

【例】试将 𝐾系中的加速度 റ𝑎用MCRF中的加速度 റ𝑎′ 表示。

【解】将 റ𝛽的方向取为 𝑥1 轴正向。因而

⟹ ൞

റ𝑎∥ = Τറ𝑎∥
′ 𝛾3

റ𝑎⊥ = Τറ𝑎⊥
′ 𝛾2

𝛾4𝛽𝑎1

𝛾4𝑎1

𝛾2𝑎2

𝛾2𝑎3

=

𝛾 𝛽𝛾 0 0

𝛽𝛾 𝛾 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⋅

0

𝑎1
′

𝑎2
′

𝑎3
′

⟹ ൞

𝛾4𝑎1 = 𝛾𝑎1
′

𝛾2𝑎2,3 = 𝑎2,3
′
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闵可夫斯基空间中的 𝒏 阶（逆变）张量 𝑇𝛼1⋯𝛼𝑛 是一个有 4𝑛 个

分量的量，它在庞加莱变换 𝑥′ = Λ𝑥 + 𝑎下的变换方式是

𝑇′𝛼1⋯𝛼𝑛 = Λ𝛼1𝜇1 ⋯Λ𝛼𝑛𝜇𝑛𝑇
𝜇1⋯𝜇𝑛

 平移变换 𝑥′ = 𝑥 + 𝑎不影响张量的分量。

 标量就是零阶张量，而矢量则是一阶张量。

 二阶张量的变换规律可以用分量矩阵表示为 𝑇′ = Λ𝑇Λ𝑇。

 一个 𝒏 阶张量场 𝑇𝛼1⋯𝛼𝑛 𝑥 在庞加莱变换 𝑥′ = Λ𝑥 + 𝑎 下的

变换方式是

𝑇′𝛼1⋯𝛼𝑛 𝑥′ = Λ𝛼1𝜇1⋯Λ𝛼𝑛𝜇𝑛𝑇
𝜇1⋯𝜇𝑛 𝑥
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【例】𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽 是二阶张量。

注：𝑔𝛼𝛽在所有惯性系中都具有相同分量，称为不变张量。

【例】𝑔𝛼𝛽 = diag −1,1,1,1 = 𝑔′𝛼𝛽是二阶张量。

⟹ 𝑔𝛼𝛽Λ𝜇𝛼Λ
𝜈
𝛽 = 𝑔𝜇𝜈 ⟷ Λ𝑔Λ𝑇 = 𝑔

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥𝜇
′ 𝑑𝑥𝜈

′ = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽【证】

= 𝑔𝛼𝛽Λ𝜇𝛼Λ
𝜈
𝛽𝑑𝑥𝜇

′ 𝑑𝑥𝜈
′

或者

⟹ ΛΛ−1 = Λ𝑔Λ𝑇𝑔 = 𝐼 ⟹ Λ𝑔Λ𝑇 = 𝑔

𝑔𝛼𝛽Λ
𝛼
𝜇Λ

𝛽
𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 ⟷ Λ𝑇𝑔Λ = 𝑔 ⟹ Λ−1 = 𝑔Λ𝑇𝑔
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1. 对称与反对称

 张量 𝑇𝛼𝛽𝛾⋯关于指标 𝛼和 𝛽是对称的：

 张量 𝑇𝛼𝛽𝛾⋯关于指标 𝛼和 𝛽是反对称的：

𝑇𝛼𝛽𝛾⋯ = 𝑇𝛽𝛼𝛾⋯

𝑇𝛼𝛽𝛾⋯ = −𝑇𝛽𝛼𝛾⋯

 完全（反）对称张量 𝑇𝛼𝛽𝛾⋯：关于任两指标（反）对称的。

 𝑛阶张量 𝑇𝛼1𝛼2⋯𝛼𝑛 的完全对称、完全反对称部分分别定义为

𝑇 𝛼1𝛼2⋯𝛼𝑛 ≜
1

𝑛!
𝑇𝛼1𝛼2⋯𝛼𝑛 + 𝑇𝛼2𝛼1⋯𝛼𝑛 +⋯

𝑇 𝛼1𝛼2⋯𝛼𝑛 ≜
1

𝑛!
𝑇𝛼1𝛼2⋯𝛼𝑛 −𝑇𝛼2𝛼1⋯𝛼𝑛 +⋯

12

二阶对称与反对称张量

对于二阶张量 𝑇𝛼𝛽，显然有 𝑇𝛼𝛽 = 𝑇 𝛼𝛽 + 𝑇 𝛼𝛽 ，其中：

𝑇 𝛼𝛽 =
𝑇𝛼𝛽 + 𝑇𝛽𝛼

2
, 𝑇 𝛼𝛽 =

𝑇𝛼𝛽 − 𝑇𝛽𝛼

2

 对于二阶张量 𝑇𝛼𝛽，𝑇00 必然是3-标量，𝑇𝑖0 和 𝑇0𝑗则是3-矢，

而 𝑇𝑖𝑗 则是3-张量。经常将其写为类似下面的形式

𝐴𝛼𝛽 =
0 റ𝑝

− റ𝑝 ി𝑎
= റ𝑝, റ𝑎

 而反对称二阶张量𝐴𝛼𝛽 则记为

𝑇𝛼𝛽 =

𝜑 റ𝑝

റ𝑞 ി𝑇

其中 𝑎𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑘（即 ി𝑎 = −റ𝑎 ×ി𝐼 = −ി𝐼 × റ𝑎， റ𝑎是三维赝矢量）
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三阶张量的完全对称与完全反对称部分

对于三阶张量 𝑇𝛼𝛽𝛾：

𝑇 𝛼𝛽𝛾 =
1

3!
𝑇𝛼𝛽𝛾 + 𝑇𝛽𝛾𝛼 + 𝑇𝛾𝛼𝛽 + 𝑇𝛽𝛼𝛾 + 𝑇𝛾𝛽𝛼 + 𝑇𝛼𝛾𝛽

𝑇 𝛼𝛽𝛾 =
1

3!
𝑇𝛼𝛽𝛾 + 𝑇𝛽𝛾𝛼 + 𝑇𝛾𝛼𝛽 − 𝑇𝛽𝛼𝛾 − 𝑇𝛾𝛽𝛼 − 𝑇𝛼𝛾𝛽

【思考】如果三阶张量 𝑇𝛼𝛽𝛾 关于某一对指标对称，

𝑇 𝛼𝛽𝛾 写为了什么？

若 𝑇𝛼𝛽𝛾 关于任意两个指标反对称，则

𝑇 𝛼𝛽𝛾 =
1

3
𝑇𝛼𝛽𝛾 + 𝑇𝛽𝛾𝛼 + 𝑇𝛾𝛼𝛽

14

2. 指标的升降

 四维矢量 𝑋𝛼 又称为逆变矢量，其协变分量定义为

𝑋𝛼 ≜ 𝑔𝛼𝛽𝑋
𝛽 = −𝑋0, 𝑋

 该式的反变换又给出

 在庞加莱变换 𝑥′ = Λ𝑥 + 𝑎下

𝑋𝛼 ≜ 𝑔𝛼𝛽𝑋𝛽 = 𝑋0, 𝑋

𝑋𝛼
′ = 𝑔𝛼𝛽𝑋

′𝛽 = 𝑔𝛼𝛽Λ
𝛽
𝜇𝑋

𝜇 = 𝑔𝛼𝛽Λ
𝛽
𝜇𝑔

𝜇𝜈𝑋𝜈

⟹ 𝑋𝛼
′ = ෨Λ𝛼

𝜈
𝑋𝜈 , where ෨Λ ≜ 𝑔Λ𝑔

15

四维梯度算符

时空中的梯度算符定义为

𝜕𝜇 ≜
𝜕

𝜕𝑥𝜇
=

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
, 𝛻

 𝜕𝜇 满足协变矢量的变换规律 𝜕𝜇
′ = ෨Λ𝜇

𝛼
𝜕𝛼。

 𝜕𝜇 ≜ 𝑔𝜇𝜈𝜕𝜈 满足逆变矢量的变换规律 𝜕′𝜇 = Λ𝜇𝜈𝜕
𝜈，分量为

𝜕𝜇 ≜
𝜕

𝜕𝑥𝜇
= −

1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
, 𝛻

 𝜕𝜇或 𝜕𝜇 作用于 𝑛阶张量场，结果是一个 𝑛 + 1阶场张量。
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 利用 𝑔𝛼𝜇 和 𝑔𝛼𝜇 可对张量的若干指标进行升、降操作。如

【思考】𝑇𝛼𝛽、𝑇𝛼
𝛽和 𝑇𝛼𝛽 在庞加莱变换下如何变换？若记

𝑇𝛼𝛽 =

𝜑 റ𝑝

റ𝑞 ി𝑇

那么，𝑇𝛼𝛽、𝑇𝛼
𝛽和 𝑇𝛼𝛽分别等于什么？

𝑇𝛼
𝛽 = 𝑔𝛼𝜇𝑇

𝜇𝛽

𝑇𝛼𝛽 = 𝑔𝛽𝜈𝑇
𝛼𝜈

𝑇𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝜇𝑔𝛽𝜈𝑇
𝜇𝜈

𝑇𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝜇𝑔𝛽𝜈𝑇𝜇𝜈

17

 像 𝑇𝛼𝛽 这样只有下标的量称为协变张量。一般地，一个 𝑛 阶

协变张量 𝑇𝛼1⋯𝛼𝑛 在庞加莱变换 𝑥′ = Λ𝑥 + 𝑎下的变换方式是

𝑇𝛼1⋯𝛼𝑛
′ = ෨Λ𝛼1

𝛽1⋯ ෨Λ𝛼𝑛
𝛽𝑛𝑇𝛽1⋯𝛽𝑛

𝑇′𝛼1⋯𝛼𝑚𝛽1⋯𝛽𝑛 = Λ𝛼1𝜇1⋯Λ𝛼𝑚𝜇𝑚
෨Λ𝛽1

𝜈1 ⋯ ෨Λ𝛽𝑛
𝜈𝑛𝑇𝜇1⋯𝜇𝑚𝜈1⋯𝜈𝑛

 像 𝑇𝛼
𝛽 或 𝑇𝛼𝛽 这样既有上标、也有下标的量称为混合张量。

一般地，一个 (𝒎,𝒏)阶张量（也称为𝒎+𝒏阶张量）

𝑇𝛼1⋯𝛼𝑚𝛽1⋯𝛽𝑛 在庞加莱变换 𝑥′ = Λ𝑥 + 𝑎下如下变换：

 二阶协变张量的一个例子是 𝑔𝛼𝛽（不变张量）。

 二阶混合张量的一个例子是 𝛿𝛽
𝛼 = 𝑔𝛼𝛾𝑔𝛾𝛽（不变张量）。

18

3. 张量积

【例】两个矢量 𝑋𝜇 和 𝑌𝜇 的张量积为二阶张量：

若 𝑅𝛼1⋯𝛼𝑛 和 𝑆𝛽1⋯𝛽𝑚 分别是 𝑛阶和𝑚阶张量，则

𝑇𝛼1⋯𝛼𝑛𝛽1⋯𝛽𝑚 ≜ 𝑅𝛼1⋯𝛼𝑛𝑆𝛽1⋯𝛽𝑚

是一个 𝑛 +𝑚阶张量，称为 𝑅𝛼1⋯𝛼𝑛 和 𝑆𝛽1⋯𝛽𝑚 的张量积。

𝑇𝜇𝜈 ≜ 𝑋𝜇𝑌𝜈
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4. 缩并

 给定一个二阶张量 𝑇𝛼𝛽，量

𝑇𝛼𝛼 = 𝑇00 + 𝑇11 + 𝑇22 + 𝑇33

称为张量 𝑇𝛼𝛽 的迹。

【思考】𝑇𝛼𝛼是一个四维标量。

 一个高于二阶的张量有不止一个迹。例如

𝑇 𝛾
𝛾 𝛼

, 𝑇𝛾𝛼𝛾, 𝑇𝛼𝛾𝛾

是三阶张量 𝑇𝛼𝛽𝛾 的三个不同的迹。

缩并运算又称为求迹的运算。

【思考】这三个迹都是四维矢量。

20

矢量的标量积

若 𝑋𝛼 和 𝑌𝛼 均为矢量，则将二阶张量𝑋𝛼𝑌𝛽 的缩并记为

𝑋 ⋅ 𝑌 ≜ 𝑋𝛼𝑌𝛼 = 𝑋0𝑌0 +𝑋𝑖𝑌𝑖 = 𝑋 ⋅ 𝑌 − 𝑋0𝑌0

称为 𝑋𝛼 和 𝑌𝛼 的标量积。

 若 𝑋𝛼𝑌𝛼 = 0，则称 𝑋𝛼 和 𝑌𝛼 正交。

 矢量 𝑋𝛼 的平方定义为

𝑋 ⋅ 𝑋 ≜ 𝑋𝛼𝑋𝛼 = 𝑋0𝑋0 + 𝑋𝑖𝑋𝑖 = 𝑋
2
− 𝑋0 2

 若 𝑋𝛼𝑋𝛼 < 0，则称 𝑋𝛼 是类时矢量；

 若 𝑋𝛼𝑋𝛼 > 0，则称 𝑋𝛼 是类空矢量；

 若 𝑋𝛼𝑋𝛼 = 0，则称 𝑋𝛼 是类光矢量（或空矢量）。

21

向前的类时矢量

向后的类时矢量

类空矢量𝑂

空矢量
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22

【例】

（2）4-速度的平方：𝑢𝛼𝑢𝛼 = −𝑐2

（4）4-加速度的平方：𝑤𝛼𝑤𝛼 = 𝑎′2（𝑎′是MCRF中的加速度）

（5）4-速度和4-加速度总是正交的： 𝑢𝛼𝑤𝛼 = 0

（1）空矢量与自身正交。

（3）4-动量的平方：𝑝𝛼𝑝𝛼 = −𝑚2𝑐2

⟺ ℰ2 = റ𝑝 2𝑐2 +𝑚2𝑐4

（质壳条件）

（质壳条件）

（6）梯度算子的平方称为达朗贝尔算子（4-标量算子）：

𝜕𝜇𝜕
𝜇 = 𝛻2 −

1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2

23

【思考】设下面的 𝑋𝛼 和 𝑌𝛼 可以是任意四维矢量。

（1）若对 ∀𝑋𝛼，𝐴𝛼𝑋𝛼 皆为标量，则 𝐴𝛼 必为矢量；

（2）若对 ∀𝑋𝛼, 𝑌𝛼，𝑇𝛼𝛽𝑋𝛼𝑌𝛽 皆为标量，则 𝑇𝛼𝛽 必为二阶张量；

（3）若对 ∀𝑋𝛼， 𝑇𝛼𝛽𝑋𝛼 皆为矢量，则 𝑇𝛼𝛽 必为二阶张量；

etc.

24

设量 𝑇𝛼1⋯𝛼𝑛 有 4𝑛 个分量，且它在正规洛伦兹变换以及时空平

移变换下如同一个 𝑛阶张量。

（1）若 𝑇𝛼1⋯𝛼𝑛 在空间反演 𝑥′𝜇 = 𝒫𝜇
𝜈𝑥

𝜈 变换下的变换方式为

则称其是空间反演下的赝张量。

𝑇′𝛼1⋯𝛼𝑛 = −𝒫𝛼1
𝜇1⋯𝒫𝛼𝑛

𝜇𝑛𝑇
𝜇1⋯𝜇𝑛

（2）若 𝑇𝛼1⋯𝛼𝑛 在时间反演 𝑥′𝜇 = 𝒯𝜇𝜈𝑥
𝜈 变换下的变换方式为

则称其是时间反演下的赝张量。

𝑇′𝛼1⋯𝛼𝑛 = −𝒯𝛼1
𝜇1⋯𝒯𝛼𝑛

𝜇𝑛𝑇
𝜇1⋯𝜇𝑛
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25

【思考】在空间反演 𝑐𝑡′ = 𝑐𝑡、 റ𝑥′ = −റ𝑥下，

（1）赝标量 𝜑如何变换？

（2）赝矢量 𝑋𝛼 的时间分量 𝑋0 和空间分量 𝑋如何变换？

【思考】在时间反演 𝑐𝑡′ = −𝑐𝑡、 റ𝑥′ = റ𝑥下，

（1）赝标量 𝜑如何变换？

（2）赝矢量 𝑋𝛼 的时间分量 𝑋0 和空间分量 𝑋如何变换？

【思考】

（1）𝑐, 𝑑𝑠2, 𝑑𝜏, 𝑑4𝑥中，哪些是 𝒫（𝒯）下的赝标量？

（2）𝑑𝑥𝛼 , 𝑢𝛼, 𝑝𝛼, 𝑤𝛼中，哪些是 𝒫（𝒯）下的赝矢量？

26

1. Levi–Civita张量

Levi–Civita张量 𝜀𝛼𝛽𝜇𝜈 在任一惯性标架中的分量均由下式定义

𝜀𝛼𝛽𝜇𝜈 ≜

+1, 𝛼𝛽𝜇𝜈 是 0123 的偶置换

−1, 𝛼𝛽𝜇𝜈 是 0123 的奇置换

0, 其他情况

 注意：𝜀0123 = +1，而 𝜀0123 = −1。

 𝜀𝛼𝛽𝜇𝜈 是 𝒫和 𝒯下的（完全反对称）四阶赝张量。

Λ𝜌𝛼Λ
𝜎
𝛽Λ

𝛾
𝜇Λ

𝛿
𝜈𝜀

𝛼𝛽𝜇𝜈 = detΛ 𝜀𝜌𝜎𝛾𝛿

=

𝛿0
𝛼 𝛿1

𝛼 𝛿2
𝛼 𝛿3

𝛼

𝛿0
𝛽

𝛿1
𝛽

𝛿2
𝛽

𝛿3
𝛽

𝛿0
𝜇

𝛿1
𝜇

𝛿2
𝜇

𝛿3
𝜇

𝛿0
𝜈 𝛿1

𝜈 𝛿2
𝜈 𝛿3

𝜈

27

2. 对偶张量

 ሚ𝐴𝛼𝛽 是一个反对称的二阶赝张量。

一个反对称二阶张量 𝐴𝛼𝛽 的对偶张量定义为：

ሚ𝐴𝛼𝛽 ≜
1

2
𝜀𝛼𝛽𝜇𝜈𝐴𝜇𝜈

𝐴𝛼𝛽 = റ𝑝, റ𝑎

⟹ 𝐴𝛼𝛽 = − റ𝑝, റ𝑎

𝐴𝛼𝛽 =
0 റ𝑝

− റ𝑝 ി𝑎
, 𝐴𝛼𝛽 =

0 − റ𝑝

റ𝑝 ി𝑎
, ሚ𝐴𝛼𝛽 =

0 റ𝑎

− റ𝑎 −ി𝑝

⟹ ሚ𝐴𝛼𝛽 = റ𝑎, − റ𝑝
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28

设 𝑆𝛼𝛽 是二阶对称张量，𝑋𝛼 是任一4-矢，则 𝑌𝛼 = 𝑆𝛼𝛽𝑋𝛽 构成

了一个逆变4-矢，如果 𝑋𝛼 和 𝑌𝛼 平行（即 𝑌𝛼 = 𝜆𝑋𝛼），则称

𝜆为 𝑆𝛼𝛽 的本征值，而 𝑋𝛼 则称为其本征矢。

 本征矢方程 𝑆𝛼𝛽𝑋𝛽 = 𝜆𝑋𝛼 可以写为

𝑆𝛼𝛽 − 𝜆𝑔𝛼𝛽 𝑋𝛽 = 0 or 𝑆𝛼𝛽 − 𝜆𝛿𝛽
𝛼 𝑋𝛽 = 0

 本征矢方程具有非零解𝑋𝛽 的充要条件是满足久期方程

𝑆𝛼𝛽 − 𝜆𝛿𝛽
𝛼 = 0

【思考】本征值 𝜆是不变量。

𝑆𝛼𝛽𝑋𝛼𝑋𝛽 = 𝜆𝑋𝛼𝑋
𝛼 = 𝜆𝑔𝛼𝛽𝑋𝛼𝑋𝛽

29

 本征值的如下四个不同组合称为对称张量 𝑆𝛼𝛽 的基本不变量：

𝐼1 =෍

𝑎

𝜆𝑎 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 + 𝜆4

𝐼2 = ෍

𝑎<𝑏

𝜆𝑎𝜆𝑏

𝐼3 = ෍

𝑎<𝑏<𝑐

𝜆𝑎𝜆𝑏𝜆𝑐

𝐼4 = ෍

𝑎<𝑏<𝑐<𝑑

𝜆𝑎𝜆𝑏𝜆𝑐𝜆𝑑 = 𝜆1𝜆2𝜆3𝜆4

30

 对于反对称张量

𝐴𝛼𝛽 =
0 റ𝑝

− റ𝑝 ി𝑎
= റ𝑝, റ𝑎

久期方程 𝐴𝛼𝛽 − 𝜆𝛿𝛽
𝛼 = 0写为了

−𝜆 𝑝1 𝑝2 𝑝3

𝑝1 −𝜆 𝑎3 −𝑎2

𝑝2 −𝑎3 −𝜆 𝑎1

𝑝3 𝑎2 −𝑎1 −𝜆

= 0= 𝜆4 + 𝜆2 𝑎2 − 𝑝2 − റ𝑝 ⋅ റ𝑎 2

因此，反对称张量 𝐴𝛼𝛽 = റ𝑝, റ𝑎 仅有两个独立不变量

𝐼1 = 𝑎2 − 𝑝2, 𝐼2 = റ𝑝 ⋅ റ𝑎
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31

 显然，由反对称二阶张量 𝐴𝛼𝛽可以构造如下两个不变量：

𝐴𝛼𝛽𝐴𝛼𝛽 和 ሚ𝐴𝛼𝛽𝐴𝛼𝛽

𝐴𝛼𝛽 = റ𝑝, റ𝑎 , 𝐴𝛼𝛽 = − റ𝑝, റ𝑎 , ሚ𝐴𝛼𝛽 = റ𝑎, − റ𝑝

因而，不变量 𝐴𝛼𝛽𝐴𝛼𝛽 和 ሚ𝐴𝛼𝛽𝐴𝛼𝛽 可以表示为

൞

𝐴𝛼𝛽𝐴𝛼𝛽 = 2 𝑎2 − 𝑝2 = 2𝐼1

ሚ𝐴𝛼𝛽𝐴𝛼𝛽 = −4 റ𝑝 ⋅ റ𝑎 = −4𝐼2

由此也可见：𝐼1是标量，而 𝐼2 是赝标量。

𝐴𝛼𝛽 =
0 റ𝑝

− റ𝑝 ി𝑎
, 𝐴𝛼𝛽 =

0 − റ𝑝

റ𝑝 ി𝑎
, ሚ𝐴𝛼𝛽 =

0 റ𝑎

−റ𝑎 −ി𝑝

32

闵可夫斯基空间中基本的不变张量有三个

其他的不变张量必然是这三个基本不变张量的代数组合。

𝑔𝛼𝛽, 𝑔𝛼𝛽, 𝜀𝛼𝛽𝜇𝜈

 二阶不变张量具有下面的形式：

𝑇𝛼𝛽 = 𝑎𝑔𝛼𝛽, 𝑇𝛼𝛽 = 𝑎𝑔𝛼𝛽, 𝑇𝛼𝛽 = 𝑎𝛿𝛽
𝛼 = 𝑎𝑔𝛼𝛾𝑔𝛾𝛽

 不存在奇数阶的不变张量。

33

【思考】设四阶张量 𝑇𝛼𝛽𝜇𝜈 是不变张量。

（5）若 𝑇𝛼𝛽𝜇𝜈 关于 𝛼和 𝛽对称，其一般表达式是什么？

（4）若 𝑇𝛼𝛽𝜇𝜈 关于 𝛼和 𝛽反对称，其一般表达式是什么？

（3）若 𝑇𝛼𝛽𝜇𝜈 是完全对称的，其一般表达式是什么？

（2）若 𝑇𝛼𝛽𝜇𝜈 是完全反对称的，其一般表达式是什么？

（1）𝑇𝛼𝛽𝜇𝜈的最一般表达式是什么？
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34

相对性原理要求：所有惯性系都是等价的，物理定律在所有惯

性系中都具有形同的形式。

 倘若一个物理学方程中的每一项都属于相同类型的四维张量，

这样的方程称为是明显协变的。

 在庞加莱变换下，明显协变形式的方程中每一项都按相同的

方式变换，自动保证方程形式与惯性系的选择无关，从而使

得该方程获得有可能成为符合相对论要求的物理规律的资格。

 如：𝐴𝜇 = 𝐵𝜇，（𝐴𝜇和 𝐵𝜇都是4-矢量）

 如：𝑇𝜇𝜈 + 𝑆𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈，（𝑇𝜇𝜈、𝑆𝜇𝜈 和 𝑅𝜇𝜈 都是二阶4-张量）

𝐴𝜇 = 𝐵𝜇 ⟺ 𝐴𝜇
′ = 𝐵𝜇

′

𝑇𝜇𝜈 + 𝑆𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈 ⟺ 𝑇𝜇𝜈
′ + 𝑆𝜇𝜈

′ = 𝑅𝜇𝜈
′

35

 明显协变的方程在完整的庞加莱变换（推动、转动、平移、

离散变换）下是不变的。

 经典物理学中，物理规律如 𝐴𝜇 = 𝐵𝜇，𝐴𝜇 和 𝐵𝜇 可同为4-矢，

或同为赝4-矢，但不能一个为4-矢，另一个为赝4-矢。

 自然界中，有些相互作用并不表现出离散变换下的不变性。

 可能遇到这样的方程，它符合于相对性原理的要求，即在所

有惯性系中都具有形同的形式，但却未必是明显协变的。如

𝑑 റ𝑝

𝑑𝑡
= 𝑒 𝐸 + റ𝑣 × 𝐵 ⟺

𝑑 റ𝑝′

𝑑𝑡′
= 𝑒 𝐸′ + റ𝑣′ × 𝐵′

 这样的方程称为是协变的（尽管并非明显协变）。

 总可以将这样的方程写为明显协变的。

36

至少在经典物理学中，

真正有意义的物理量必然是张量，

真正有意义的物理定律必然可以写为张量方程的形式。

 实现相对性原理的最简单、最优雅的方法——实际上是唯一

真正有效的方式——是将物理定律写为明显协变的形式，而

这可以在张量的数学框架中实现。

【问题】方程 𝜕𝛼𝑇
𝛼𝛽 = 𝑓𝛽是否有可能是符合于相对性原理要求

的物理规律？
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37

【思考】

（1）固有时在𝒫和 𝒯下的变换方式；

（2）四维位移、四维速度、四维动量和四维加速度在 𝒫 和 𝒯

下的变换方式；它们的时间分量和空间分量分别如何变换？

（3）度规张量和Levi-Civita张量在 𝒫和 𝒯下的变换方式。


