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CH3. 狭义相对论

§1 时空性质与爱因斯坦假设

§2 洛伦兹变换与庞加莱变换

§3 狭义相对论的时空观

§4 闵可夫斯基空间的张量
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§1 时空性质与爱因斯坦假设
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 如果一个粒子远离其他所有的物体，那么可以找到这样的参

考系，粒子相对于该参考系静止或匀速直线运动，这样的参

考系就称为惯性参考系。

 牛顿力学的动力学方程是惯性参考系中写出的。在某个惯性

参考系 𝐾 中，粒子的运动由牛顿第二定律决定，数学上该定

律表示为

റ𝐹 = 𝑚റ𝑎 = 𝑚
𝑑2 റ𝑥

𝑑𝑡2

 在相互作匀速运动的不同惯性系中，力学定律具有相同的形

式，或者说，由任何力学现象都无法断定哪个惯性观测者是

绝对静止的，这就是伽利略相对性原理。
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1. 伽利略变换

റ𝑣0𝑡 + റ𝑎

റ𝑥

റ𝑥′

𝑥3

𝑥1

𝑥2

𝑂

𝑥3
′

𝑥1
′

𝑥2
′

𝑂′

𝐾

𝐾′

റ𝑣0

按牛顿观点，若惯性参考系 𝐾′ 相对于

𝐾 系以速度 റ𝑣0 匀速运动，则同一物理

事件在两系中的时空坐标 𝑡, റ𝑥 和

𝑡′, റ𝑥′ 之间的关系由如下伽利略变换描

述（其中 𝑅 ∈ SO 3 为转动矩阵）：

ቊ
റ𝑥′ = റ𝑥 − റ𝑣0𝑡 − റ𝑎

𝑡′ = 𝑡 − 𝑡0

൝
𝑥𝑖
′ = 𝑅𝑖𝑗𝑥𝑗 − 𝑣0𝑖𝑡 − 𝑎𝑖
𝑡′ = 𝑡 − 𝑡0
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2. 牛顿时空观

“… instead of absolute places and motions, 

we use relative ones.”

 Absolute, true, and mathematical time, from its own nature, passes equably

without relation to anything external, and thus without reference to any

change or way of measuring of time.

 Absolute, true, and mathematical space remains similar and immovable

without relation to anything external. Relative spaces are measures of

absolute space defined with reference to some system of bodies or another,

and thus a relative space may, and likely will, be in motion.

 The place of a body is the space which it occupies, and may be absolute or

relative according to whether the space is absolute or relative.

 Absolute motion is the translation of a body from one absolute place to

another; relative motion the translation from one relative place to another.
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相对与绝对

 走时（时间间隔）、距离（空间间隔）是绝对的

 事件发生的时刻、地点是相对的

 速度是相对的，满足伽利略速度合成法则：

 加速度是绝对的：

 同时性是绝对的

𝑑𝑡 = 𝑑𝑡′, 𝑑 റ𝑥 = 𝑑 റ𝑥′

𝑡2 = 𝑡1 ⟺ 𝑡2
′ = 𝑡1

′

റ𝑣 = റ𝑣0 + റ𝑣′ or റ𝑣𝐴𝐶 = റ𝑣𝐴𝐵 + റ𝑣𝐵𝐶

റ𝑎 = റ𝑎′
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3. 粒子动力学

若假设力不依赖于惯性参考系的选取，即 റ𝐹′ = റ𝐹，则牛顿第二

定律在 𝐾′ 系中表示为

它与 𝐾系中的方程具有完全相同的形式。

റ𝐹′ = 𝑚റ𝑎′

粒子的力学定律在伽利略变换下是不变的。

8

粒子动力学的裂缝

 根据牛顿方程，物体的速度原则上没有上限。若物体由于受

到恒力而以恒定加速度 9.8 Τm s2 从静止开始运动，1年后，

其速度约为 3 × 108 Τm s，2年后速度将达到 6 × 108 Τm s。

 不只限于牛顿力学，我们仍然有线动量守恒定律：只要外力

的影响可以忽略，那么相互作用物体的动量之和是常数。

 不只限于牛顿力学，我们也有能量守恒原理：能量可以相互

转化，但自然界的总能量为常数。

Newton：动量定义为粒子的惯性质量（恒量）与速度乘积。

Newton：动能定义为动量平方除两倍的粒子质量。

9

 动能定理提供了一个检验牛顿力学是否普遍适用的手段：动

能一方面可以通过能量守恒由外界提供的能量得到，另一方

面，粒子速度是可以独立测量的，从而也就有了另一种得到

动能的方法。按照牛顿力学

 实验结果显示：当粒子能量持续增加时，其速度将趋于一个

确定的值（𝑐）。随着物体速度的增加，对牛顿力学的偏离也

将显著增大。

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2 ⟹ 𝑣2 ∝ 𝑇
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4. 波动

考察一维波动方程（𝐾系）

1 −
𝑣0
2

𝑣2
𝜕2

𝜕𝑧′2
−

1

𝑣2
𝜕2

𝜕𝑡′2
+
2𝑣0
𝑣2

𝜕2

𝜕𝑡′𝜕𝑧′
𝜑′ 𝑡′, 𝑧′ = 0

若 𝐾′ 系相对于 𝐾系以速度 റ𝑣0 = 𝑣0 Ƹ𝑧运动，不妨令

𝑧′ = 𝑧 − 𝑣0𝑡, 𝑡′ = 𝑡

若设场 𝜑 𝑡, 𝑧 用 𝐾′ 系中的坐标表示为 𝜑′ 𝑡′, 𝑧′ ，则 𝐾′ 系中波

动方程变为

𝜕2

𝜕𝑧2
−

1

𝑣2
𝜕2

𝜕𝑡2
𝜑 𝑡, 𝑧 = 0

波动方程的形式在伽利略变换下并非是不变的。
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 显然，𝜑 𝑡, 𝑧 = 𝑓 𝑧 − 𝑣𝑡 是 𝐾 系中波动方程的一个解，该

解在 𝐾′ 系中表示为

𝜑′ 𝑡′, 𝑧′ = 𝑓 𝑧′ + 𝑣0𝑡 − 𝑣𝑡′ = 𝑓 𝑧′ − 𝑣 − 𝑣0 𝑡′

 满足 𝐾′ 系中的波动方程。

 在 𝐾′系中波的传播速度为 𝑣 − 𝑣0。

 若 𝑣0 = 𝑣，则 𝐾′ 系根本没有波的传播。

（1）伽利略变换并不能保持波动方程的形式不变。

（2）机械波的传播离不开介质的存在，通常所说波速是

与介质质心保持相对静止的观测者测量的波速。

（3）机械波相对于传播媒介的速度与波源的运动无关。

12

 作为麦克斯韦方程组的直接推论，自由空间中的电磁场满足

波动方程，电磁波在真空中传播的速度为真空光速 𝑐。前面

的讨论意味着：电磁场的波动方程以及麦克斯韦方程组在伽

利略变换下并非不变的。

 19世纪的很多物理学家认为：光是在某种称为“以太”的媒

介中传播的横向扰动，而其传播速度 𝑐 也是相对于以太这一

特殊参考系的：

 伽利略相对性原理适用于经典力学，

而电磁理论则只在相对于以太静止的参考系中才成立。

 很难理解光速为什么会如此之大。

 关于光传播媒介的唯一线索是 𝑐本身的测量值。
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 1861年，麦克斯韦提出了光的电磁理论：根据可测量的电学

和磁学性质，可以预测任何给定介质的光速数值。自此，尽

管以太仍然很神秘，但它和普通物质之间的鸿沟消失了，而

以太理论似乎是一个无法否认的现实。

 如果以太存在，“光速”是什么意思就很清楚了。这种速度

的大小可能是波长的函数，但至少在各向同性介质中是唯一

确定的。特别是，光通过介质的速度应该与光源的任何运动

完全无关，这与粒子发射机制形成直接对比。

14

Michelson–Morley 实验

15

Michelson–Morley 实验意味着地球相对于以太并没有运动。
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1. Maxwell方程组是错误的，正确的电磁理论在伽利略变换下

是不变的？

2. 伽利略变换只适用于经典力学，而电磁理论则有一个从优参

考系（其中以太是静止的）？

3. 存在一种更为一般的坐标变换或者说相对性原理，它对于经

典力学和电磁理论都同样是适用的？

Einstein 面对的几种选择

 几乎不可能！（Hertz等人）

 当时大多数物理学家的观点。（Lorentz收缩、Fizeau实验）

 需要修改经典力学定律（对大多数人来说太过激进）

 需要找到一个相对性原理，或者说需要找到不同坐标系之间的

一个合适的联系方式。

17

（1）光速普适原理

真空中的光速对于所有观测者都具相同的数值。

(与光源的运动无关)

（0）时空假设

空间是均匀的、各向同性的，时间是均匀的。

（2）相对性原理

物理定律在所有惯性系中都具有形同的形式。

(所有惯性系都是等价的)

𝑐 = 299792458 Τm s ≈ 3 × 108 Τm s

18

惯性观测者是一个用来记录事件发生的时间和地点的信息采集

系统。

 时钟位置可由笛卡尔坐标描述，即是说空间是欧几里德的

 时钟是同步的、校准的（如何实现？如何设想实现？）
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1. 如何测量？

 惯性观测者以时空相重点记录事件发生的时间和地点。

 惯性观测者以同时记录的首尾相重点的距离定义（静止或运

动）尺子的长度

Δ𝑙 = Δ𝑥1
2 + Δ𝑥2

2 + Δ𝑥3
2

20

2. 时空性质

 匀速运动尺子的长度与何时、何地测量无关

 匀速运动时钟的走时均匀，与何时、何地测量无关

 静止尺子的长度与其方位以及何时、何地测量无关

 静止时钟的走时与其方位以及何时、何地测量无关

时间是均匀的；空间是均匀的、各向同性的。

 对于任意给定的两个事件，它们在某个惯性参考系中所测的

时间间隔和空间位移，

与该参考系的时空原点的选取、空间坐标轴的取向无关，

也与其它惯性参考系的时空原点及空间坐标轴的取向无关。

21

3. 时空图

可以将某个惯性观测者视为以时空坐标 𝑐𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 作为直角坐

标构建的一个坐标系，因而又将惯性观测者称为惯性标架，或

简称为标架。

 一个事件由标架中的一个点表示。

 点或事件的一维集合称为世界线。

 世界线在其上某点的切线斜率 加

速

运

动

与𝑃同时

与𝑃同地

 世界线越陡，运动越慢；

𝑘 =
𝑑 𝑐𝑡

𝑑𝑥
=
1

𝛽
, 𝛽 ≜

𝑣

𝑐
= tan𝜃

 光的世界线是 45°线。

𝑥

𝑐𝑡

𝜃

𝛽 < 1

𝜃

光

45°

𝑥

𝑐𝑡 𝑃
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时间轴

𝒄𝒕 轴是 𝑲 系中发生于位置 𝒙 = 𝟎 处的事件集合。

𝒄𝒕 轴是 𝑲 系中静止于 𝒙 = 𝟎 处的时钟的世界线。

 平行于时间轴的世界线

是 𝐾系中同地发生事件的集合，

是 𝐾系中静止时钟的世界线。

𝑥

𝑐𝑡

23

空间轴

𝒙 轴是 𝑲 系中同时发生于 𝒕 = 𝟎 时刻的事件集合。

 平行于 𝑥轴的世界线是𝐾系中同时发生的事件集合。

【问题】如何找出 𝑥轴上的各事件？

𝑥

𝑐𝑡

发射

反射

接受

24

尺子长度的测量

以同时记录的首尾相重点的距离定义尺子的长度 𝚫𝒍

𝑥

𝑐𝑡
头尾 动尺

世界线
静尺

世界线

静尺的长度 动尺的长度

𝑥

𝑐𝑡

𝑃 𝑃

𝑐𝑡
𝐴 𝐵

𝑥1 𝑥2

Δ𝑙 = Δ𝑥𝐴𝐵 = 𝑥2 − 𝑥1

≠ Δ𝑥𝐴𝑃= Δ𝑥𝐴𝑃

Δ𝑙 = Δ𝑥𝐴𝐵 = 𝑥2 − 𝑥1

𝑐𝑡
𝐴 𝐵

𝑥1 𝑥2
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事件的逆变时空坐标（或者四维位矢）定义为

 约定

 记号

𝑥𝛼 ≜ 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≜ 𝑐𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

𝑖, 𝑗, 𝑘,⋯ ∈ 1,2,3 , 𝛼, 𝛽, 𝛾,⋯ ∈ 0,1,2,3

𝑥𝑖 ≜ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ⟷ റ𝑥, 𝑥𝛼 ≜ 𝑐𝑡, റ𝑥 ⟷ 𝑥

26

2、度规矩阵

度规矩阵 𝑔𝛼𝛽及其逆矩阵 𝑔𝛼𝛽 定义为

 对于两个指标的量，总是遵循“左行右列”。如𝑇𝛼𝛽、𝑇𝛼𝛽、

𝑇𝛼𝛽、𝑇𝛼
𝛽 中，诸 𝛼均表示行指标，而 𝛽则为列指标。

𝑔𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝛽 ≜

−1 0 0 0

0 +1 0 0

0 0 +1 0

0 0 0 +1

0 1 2 3

0

1

2

3

即 𝑔𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝛽 ≜ diag −1,+1,+1,+1 ，其非零元素只有

𝑔00 = −1, 𝑔11 = 𝑔22 = 𝑔33 = 1

𝛼 :行指标

𝛽:列指标

27

3. Einstein 求和约定

爱因斯坦求和约定：若在同一单项式中，同一字母分别以上指

标和下指标的形式各出现一次，则默认要对其求和。

【例】𝑋𝛼𝑌
𝛼 = 𝑋0𝑌

0 + 𝑋1𝑌
1 + 𝑋2𝑌

2 + 𝑋3𝑌
3

【例】𝑔𝛼𝛾𝑔𝛾𝛽 = 𝛿𝛽
𝛼。其中 𝛿𝛽

𝛼 为 Kronecker 符号：

𝛿𝛽
𝛼 ≜ ቐ

1, 𝛼 = 𝛽

0, 𝛼 ≠ 𝛽

= 𝑋0𝑌
0 + 𝑋𝑖𝑌

𝑖

【例】事件的协变时空坐标定义为

𝑥𝛼 ≜ 𝑔𝛼𝛽𝑥
𝛽 = −𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = −𝑐𝑡, റ𝑥

⟹ 𝑥𝛼 = 𝑔𝛼𝛽𝑥𝛽 = +𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = +𝑐𝑡, റ𝑥
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4. 指标的升降

在相对论中，如果一个量可以由另一量乘以若干度规矩阵或其

逆得到，这样的两个经常用同一字母表示，二者的差别通过指

标上下位置的不同来体现。定义如下：

指标下降：

指标抬升：

 由于度规矩阵可逆，这样的变换是可逆的。

 通过指标升降联系的各量用相同的字母表示，

而用指标的位置对各量加以区分。

𝑔𝛼𝜌𝑇
⋯𝜌⋯ = 𝑇 𝛼

⋯∎⋯

𝑔𝛼𝜌𝑇⋯𝜌⋯ = 𝑇⋯∎⋯
𝛼

29

【例】

【例】

【例】

⟺ 𝑋𝛼 = −𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 = 𝑔𝛼𝛽𝑋
𝛽

𝑋𝛼 = 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 = 𝑔𝛼𝛽𝑋𝛽

𝑔𝛼𝛾𝑔𝛾𝛽 = 𝛿𝛽
𝛼

𝑔𝛼𝛾𝛿𝛾
𝛽
= 𝑔𝛼𝛽

= 𝑔𝛼𝛽

= 𝛿𝛼𝛽 = 𝛿𝛽𝛼

30

【例】试写出 𝑇𝛼𝛽、 𝑇𝛼
𝛽 和 𝑇𝛼𝛽。已知

𝑇𝛼𝛽 =

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑒 ∗ ∗ ∗

𝑓 ∗ ∗ ∗

𝑔 ∗ ∗ ∗

𝑇𝛼𝛽 =

−𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

−𝑒 ∗ ∗ ∗

−𝑓 ∗ ∗ ∗

−𝑔 ∗ ∗ ∗

𝑇𝛼𝛽 =

𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑

−𝑒 ∗ ∗ ∗

−𝑓 ∗ ∗ ∗

−𝑔 ∗ ∗ ∗

𝑇𝛼
𝛽 =

−𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑

𝑒 ∗ ∗ ∗

𝑓 ∗ ∗ ∗

𝑔 ∗ ∗ ∗
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升降指标法则1

两个多项式之和，同一自由指标可以同时上升或下降

【例】

⟺ 𝑇𝛼𝛽 = 𝑆𝛼𝛽

𝑇𝛼𝛽 = 𝑆𝛼𝛽

⟺ 𝑇𝛼𝛽 = 𝑆𝛼𝛽

⟺ 𝑇𝛼
𝛽 = 𝑆𝛼

𝛽

32

升降指标法则2

一对哑指标，上指标下降的同时下指标抬升，不改变单项式：

【例】𝑇𝛼𝛽𝑆𝛼𝛾 = 𝑇𝛼
𝛽𝑆𝛼𝛾

𝑇⋯𝛼⋯⋯𝛼⋯ = 𝑇 𝛼
⋯∎⋯

⋯∎⋯
𝛼

𝑇𝛼𝛽𝑆𝛼𝛾 = 𝑔𝛼𝜌𝑇𝜌
𝛽 𝑔𝛼𝜎𝑆

𝜎
𝛾

= 𝑔𝛼𝜌𝑔𝛼𝜎 𝑇𝜌
𝛽𝑆𝜎𝛾

= 𝛿𝜎
𝜌
𝑇𝜌

𝛽𝑆𝜎𝛾

= 𝑇𝜌
𝛽𝑆𝜌𝛾

= 𝑇𝛼
𝛽𝑆𝛼𝛾

33

§2  洛伦兹变换与庞加莱变换
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34

റ𝑣0

𝑥3

𝑥1

𝑥2

𝑂

𝐾

𝐾′

𝑥2
′

𝑥1
′

𝑂′

𝑥3
′

事件 𝑷

设有两个标架 𝐾 和 𝐾′， 𝐾′ 相对于 𝐾 以速度 റ𝑣0 运动。任一给

定事件 𝑃在 K和 𝐾′中的时空坐标 𝑥𝛼 和 𝑥′𝛼 的关系设为

𝑥′𝛼 = 𝑓𝛼 𝑥 = 𝑓𝛼 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

35

考察两个事件：

由于时空均匀性，改变 𝐾 系中的时空原点不会改变两事件

在 𝐾′ 系中的时空位移，即对于任意的 𝑏𝛼，都有

其中 Λ𝛼𝛽 与时空坐标 𝑥无关，只可能依赖于相对速度 റ𝑣0。

𝑥𝛼 ⟷ 𝑥′𝛼 = 𝑓𝛼 𝑥 和 𝑦𝛼 ⟷ 𝑦′𝛼 = 𝑓𝛼 𝑦

𝑦′𝛼 − 𝑥′𝛼 = 𝑓𝛼 𝑦 − 𝑓𝛼 𝑥 = 𝑓𝛼 𝑦 + 𝑏 − 𝑓𝛼 𝑥 + 𝑏

⟹
𝜕𝑓𝛼 𝑥

𝜕𝑥𝛽
=
𝜕𝑓𝛼 𝑥 + 𝑏

𝜕𝑥𝛽
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ≜ Λ𝛼𝛽

36

时空均匀性意味着：

一个事件在两个惯性标架中的时空坐标

是通过线性变换联系的

𝑥′𝛼 = Λ𝛼𝛽𝑥
𝛽 + 𝑎𝛼, where Λ𝛼𝛽 = Λ𝛼𝛽 റ𝑣0

 当 Λ𝛼𝛽 = 𝛿𝛽
𝛼 时，描述时空平移。

 如果 𝑎𝛼 = 0，而

Λ𝑖𝑗 = 𝑘𝛿𝑗
𝑖 , Λ00 = 1, Λ0𝑖 = Λ𝑖0 = 0

当常数 𝑘 ≠ 1时，由变换

𝑐𝑡′ = 𝑐𝑡, റ𝑥′ = 𝑘 റ𝑥

所联系的两个标架，其中最多只有一个是惯性标架。
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37

 同样的两事件在标架𝐾′ 中的时空间隔可以写为

即 Δ𝑠′2 是 Δ𝑥𝛼 的二次齐次函数，其中

若两个事件在标架 𝐾 中的时空坐标分别为 𝑥𝛼 和 𝑥𝛼 + Δ𝑥𝛼，

则两事件的时空间隔定义为

 根据升降指标法则，时空间隔可以表示为

Δ𝑠2 ≜ 𝑔𝛼𝛽Δ𝑥
𝛼Δ𝑥𝛽

Δ𝑠2 = 𝑔𝛼𝛽Δ𝑥
𝛼Δ𝑥𝛽 = 𝑔𝛼𝛽Δ𝑥𝛼Δ𝑥𝛽 = Δ𝑥𝛼Δ𝑥𝛼

Δ𝑠′2 = 𝑔𝛼𝛽Δ𝑥
′𝛼Δ𝑥′𝛽 = 𝑔𝛼𝛽Λ

𝛼
𝜌Λ

𝛽
𝜎Δ𝑥

𝜌Δ𝑥𝜎 = −𝑀𝜌𝜎Δ𝑥
𝜌Δ𝑥𝜎

𝑀𝜌𝜎 ≜ −𝑔𝛼𝛽Λ
𝛼
𝜌Λ

𝛽
𝜎 = 𝑀𝜌𝜎 റ𝑣0 , 𝑀𝜌𝜎 = 𝑀𝜎𝜌

= Δറ𝑥 2 − 𝑐Δ𝑡 2

38

（1）由光速普适原理，对于任意两个由光信号联系的事件，下

面的四个表述是等价的

而 Δ𝑠′2 作为 𝑐Δ𝑡的二次多项式有两个零点 𝑐Δ𝑡 = ± Δറ𝑥 ，故

𝑐Δ𝑡 = ± Δറ𝑥 𝑐Δ𝑡′ = ± Δറ𝑥′

Δ𝑠2 = 0 Δ𝑠′2 = 0

Δ𝑠′2 = −𝑀00 𝑐Δ𝑡 − Δ റ𝑥 𝑐Δ𝑡 + Δ റ𝑥

⟹ Δ𝑠′2 = 𝑀00Δ𝑠
2

39

（2）由空间的各向同性，𝑀00只能依赖于 റ𝑣0 的大小，即

（3）由于 𝐾相对于 𝐾′ 以速度− റ𝑣0 运动，显然有

（4）当 റ𝑣0 = 0时，显然应有𝑀00 = 1。连续性意味着

Δ𝑠′2 = 𝑀00 റ𝑣0 Δ𝑠2

Δ𝑠2 = 𝑀00 −റ𝑣0 Δ𝑠′2 = 𝑀00 റ𝑣0
2Δ𝑠2

⟹ 𝑀00 റ𝑣0 = ±1

𝑀00 റ𝑣0 = 1

光速普适原理意味着

任两给定事件在两个惯性标架中的时空间隔满足关系

Δ𝑠′2 = 𝑀00 റ𝑣0 Δ𝑠2
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40

不变间隔

【定理】任意两个给定事件的时空间隔与参考系无关

 此结论来自相对论的前两条假设：

 时间均匀性、空间均匀性和各向同性；

 光速普适原理。

 时空间隔又称为不变间隔。

Δ𝑠′2 = Δ𝑠2

【思考】若一个粒子在一个惯性参考系里是以低于光速运动的，

则在所有其它的惯性参考系里其速度都小于光速。

41

相对论假设与时空间隔的不变性

【定理】使得时空间隔不变的变换必然是线性变换。

即是说，时空间隔不变性与相对论的前两条假设是等价的。

【证明】一般地有 𝑥′ = 𝑥′ 𝑥 。由时空间隔的不变性，有

𝑑𝑠′2 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
′𝛼𝑑𝑥′𝛽

= 𝑔𝛼𝛽
𝜕𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜌
𝜕𝑥′𝛽

𝜕𝑥𝜎
𝑑𝑥𝜌𝑑𝑥𝜎

= 𝑔𝜌𝜎𝑑𝑥
𝜌𝑑𝑥𝜎 = 𝑑𝑠2

⟹ 𝑔𝜌𝜎 = 𝑔𝛼𝛽
𝜕𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜌
𝜕𝑥′𝛽

𝜕𝑥𝜎

42

1 + 2 − 3 得到：

0 =
𝜕𝑔𝜌𝜎

𝜕𝑥𝜏
= 𝑔𝛼𝛽

𝜕2𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜏𝜕𝑥𝜌
𝜕𝑥′𝛽

𝜕𝑥𝜎
+𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜌
𝜕2𝑥′𝛽

𝜕𝑥𝜏𝜕𝑥𝜎
, 1

0 =
𝜕𝑔𝜏𝜎
𝜕𝑥𝜌

= 𝑔𝛼𝛽
𝜕2𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜌𝜕𝑥𝜏
𝜕𝑥′𝛽

𝜕𝑥𝜎
+ 𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜏
𝜕2𝑥′𝛽

𝜕𝑥𝜌𝜕𝑥𝜎
, 2

0 =
𝜕𝑔𝜌𝜎

𝜕𝑥𝜏
+
𝜕𝑔𝜏𝜎
𝜕𝑥𝜌

−
𝜕𝑔𝜌𝜏

𝜕𝑥𝜎
= 2𝑔𝛼𝛽

𝜕2𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜏𝜕𝑥𝜌
𝜕𝑥′𝛽

𝜕𝑥𝜎

0 =
𝜕𝑔𝜌𝜏

𝜕𝑥𝜎
= 𝑔𝛼𝛽

𝜕2𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜎𝜕𝑥𝜌
𝜕𝑥′𝛽

𝜕𝑥𝜏
+𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜌
𝜕2𝑥′𝛽

𝜕𝑥𝜎𝜕𝑥𝜏
, 3
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43

由于度规矩阵及变换的雅可比矩阵皆可逆，故

从而变换是线性的

时空假设＋光速普适原理 ↔  时空间隔不变

𝜕2𝑥′𝛼

𝜕𝑥𝜏𝜕𝑥𝜌
= 0

𝑥′𝛼 = Λ𝛼𝛽𝑥
𝛽 + 𝑎𝛼

44

两惯性系之间的时空坐标由线性变换 𝑥′ = Λ𝑥 + 𝑎 相联系，其中

的 𝑎 可以是任意 4 常数，而由于时空间隔不变的限制， 4 × 4

变换矩阵 Λ必须满足相应的约束：

𝑑𝑠′2 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
′𝛼𝑑𝑥′𝛽 = 𝑔𝜌𝜎𝑑𝑥

𝜌𝑑𝑥𝜎 = 𝑑𝑠2

⟹ 𝑔𝛼𝛽Λ
𝛼
𝜌Λ

𝛽
𝜎𝑑𝑥

𝜌𝑑𝑥𝜎 = 𝑔𝜌𝜎𝑑𝑥
𝜌𝑑𝑥𝜎 , ∀𝑑𝑥𝛼

𝑔𝛼𝛽Λ
𝛼
𝜌Λ

𝛽
𝜎 = 𝑔𝜌𝜎

因此

矩阵 𝚲 的16个元素中只有6个是独立的。上式写成矩阵形式为

Λ𝑇𝑔Λ = 𝑔

45

1. 洛伦兹群

洛伦兹群： 𝑂 3,1 = 实4 × 4矩阵Λ Λ𝑇𝑔Λ = 𝑔

 庞加莱变换： 𝑥′𝛼 = Λ𝛼𝛽𝑥
𝛽 + 𝑎𝛼, Λ ∈ 𝑂 3,1 , 𝑎 ∈ ℝ4

 洛伦兹变换： 𝑥′𝛼 = Λ𝛼𝛽𝑥
𝛽, Λ ∈ 𝑂 3,1

 空间反演：𝑥′𝛼 = 𝒫𝛼
𝛽𝑥

𝛽，其中𝒫 = diag +1,−1,−1,−1 。

 时间反演：𝑥′𝛼 = 𝒯𝛼
𝛽𝑥

𝛽，其中 𝒯 = diag −1,+1,+1,+1 。

 时空反演：𝑥′𝛼 = 𝒫𝒯 𝛼
𝛽𝑥

𝛽 = −𝑥𝛼。

 转动变换：相对静止、坐标轴方位不同。

 推动变换：相对匀速运动、坐标轴相互平行。



2024/3/29

16

46

2. 变换矩阵的性质

洛伦兹变换矩阵的满足如下两个条件：

（2）𝑔𝛼𝛽Λ
𝛼
𝜌Λ

𝛽
𝜎 = 𝑔𝜌𝜎

（1）Λ𝑇𝑔Λ = 𝑔

detΛ = 1, Λ00 ≥ 1

⟹ detΛ𝑇 ⋅ det 𝑔 ⋅ det Λ = det𝑔 ⟹ detΛ 2 = 1

⟹ 𝑔00 = 𝑔𝛼𝛽Λ
𝛼
0Λ

𝛽
0 =෍

𝑖=1

3

Λ𝑖0
2
− Λ00

2

⟹ Λ00
2 = 1 +෍

𝑖=1

3

Λ𝑖0
2
≥ 1

47

 洛伦兹群可以分解为四个互不相交的子集：

其中 𝑆𝑂 3,1 𝑐 称为正规洛伦兹群（对应正规洛伦兹变换）

𝑂 3,1 = 𝑆𝑂 3,1 𝑐 ∪ Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3

𝑆𝑂 3,1 𝑐 = Λ ∈ 𝑂 3,1 det Λ = +1, Λ00 ≥ +1

而

Σ1 = Λ ∈ 𝑂 3,1 detΛ = −1, Λ00 ≥ +1 = 𝒫 ⋅ 𝑆𝑂 3,1 𝑐

Σ2 = Λ ∈ 𝑂 3,1 detΛ = −1, Λ00 ≤ −1 = 𝒯 ⋅ 𝑆𝑂 3,1 𝑐

Σ3 = Λ ∈ 𝑂 3,1 detΛ = +1, Λ00 ≤ −1 = 𝒫𝒯 ⋅ 𝑆𝑂 3,1 𝑐

48

【例】试由洛伦兹变换推导协变坐标的变换以及反变换。

෨Λ𝜇
𝜈
≜ 𝑔𝜇𝛼Λ

𝛼
𝛽𝑔

𝛽𝜈 ⟷ ෨Λ = 𝑔Λ𝑔

【解】洛伦兹变换为 𝑥′𝛼 = Λ𝛼𝛽𝑥
𝛽，定义

则协变坐标的变换为 𝑥𝛼
′ = ෨Λ𝛼

𝛽
𝑥𝛽 。

𝑔𝛼𝛽Λ
𝛽
𝜎𝑥

′𝛼 = 𝑔𝛼𝛽Λ
𝛽
𝜎Λ

𝛼
𝜌𝑥

𝜌 = 𝑔𝜌𝜎𝑥
𝜌 = 𝑥𝜎

⟹ 𝑥𝛼 = Λ𝛽𝛼𝑥𝛽
′

⟹ 𝑥𝛼 = ෨Λ𝛽
𝛼
𝑥′𝛽

利用洛伦兹变换有

⟹ 𝑥𝜎 = 𝑔𝛼𝛽Λ
𝛽
𝜎𝑥

′𝛼 = Λ𝛽𝜎𝑥𝛽
′
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【思考】洛伦兹群满足的条件有等价的不同数学表示：

Λ𝑇𝑔Λ = 𝑔 ⟷ 𝑔𝛼𝛽Λ
𝛼
𝜌Λ

𝛽
𝜎 = 𝑔𝜌𝜎

Λ𝑔Λ𝑇 = 𝑔 ⟷ 𝑔𝜌𝜎Λ𝛼𝜌Λ
𝛽
𝜎 = 𝑔𝛼𝛽

෨Λ𝑇𝑔෨Λ = 𝑔 ⟷ 𝑔𝜌𝜎 ෨Λ𝜌
𝛼 ෨Λ𝜎

𝛽
= 𝑔𝛼𝛽

෨Λ𝑔෨Λ𝑇 = 𝑔 ⟷ 𝑔𝛼𝛽 ෨Λ𝜌
𝛼 ෨Λ𝜎

𝛽
= 𝑔𝜌𝜎

Λ𝑇 ෨Λ = 𝐼 ⟷ Λ𝛾𝛽 ෨Λ𝛾
𝛼
= 𝛿𝛽

𝛼

Λ෨Λ𝑇 = 𝐼 ⟷ Λ𝛼𝛾 ෨Λ𝛽
𝛾
= 𝛿𝛽

𝛼

50

考察如下洛伦兹矩阵 Λ𝛼𝛽 所定义的无穷小（正规）洛伦兹变换

其中的无穷小参数 Ω𝛼𝛽 应满足如下约束：

即是要求

Λ𝛼𝛽 = 𝛿𝛽
𝛼 + Ω𝛼𝛽, Ω𝛼𝛽 ≪ 1

0 = 𝑔𝛼𝛽Λ
𝛼
𝜇Λ

𝛽
𝜈 − 𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝛼𝛽 𝛿𝜇

𝛼 +Ω𝛼𝜇 𝛿𝜈
𝛽
+ Ω𝛽𝜈 − 𝑔𝜇𝜈

= 𝑔𝛼𝛽𝛿𝜇
𝛼Ω𝛽𝜈 + 𝑔𝛼𝛽𝛿𝜈

𝛽
Ω𝛼𝜇 = 𝑔𝜇𝛽Ω

𝛽
𝜈 + 𝑔𝛼𝜈Ω

𝛼
𝜇

Ω𝑇 = −𝑔Ω𝑔 ⟷ 𝜔𝜇𝜈 = −𝜔𝜈𝜇

其中

𝜔 ≜ 𝑔Ω ⟷ 𝜔𝜇𝜈 ≜ 𝑔𝜇𝛽Ω
𝛽
𝜈

51

1. 无穷小洛伦兹变换

 可将矩阵𝜔𝜇𝜈 写为

无穷小洛伦兹变换依赖于六个任意参数，变换矩阵可写为

其中 ො𝑛为单位矢量，而 𝜃𝑖𝑗 = 𝜃𝜀𝑖𝑗𝑘𝑛𝑘 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜃𝑘，即有

റ𝜉 = 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 , റ𝜃 = 𝜃 ො𝑛 = 𝜃𝑛1, 𝜃𝑛2, 𝜃𝑛3

Λ𝛼𝛽 = 𝛿𝛽
𝛼 +Ω𝛼𝛽 = 𝛿𝛽

𝛼 + 𝑔𝛼𝜇𝜔𝜇𝛽, 𝜔𝜇𝜈 = −𝜔𝜈𝜇

𝜔𝜇𝜈 =
0 റ𝜉

− റ𝜉 ി𝜃

=

0 𝜉1 𝜉2 𝜉3

−𝜉1 0 𝜃𝑛3 −𝜃𝑛2

−𝜉2 −𝜃𝑛3 0 𝜃𝑛1

−𝜉3 𝜃𝑛2 −𝜃𝑛1 0

0 1 2 3

0

1

2

3
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 由 Ω𝛼𝛽 定义的无穷小洛伦兹变换为

因此

即无穷小洛伦兹变换可以用三维矢量表示为

𝑥′𝛼 = Λ𝛼𝛽𝑥
𝛽 = 𝛿𝛽

𝛼 + Ω𝛼𝛽 𝑥𝛽 = 𝑥𝛼 + Ω𝛼𝛽𝑥
𝛽

𝑐𝑡′

റ𝑥′
=

𝑐𝑡

റ𝑥
+

0 − റ𝜉

− റ𝜉 ി𝜃

𝑐𝑡

റ𝑥

൞
𝑐𝑡′ = 𝑐𝑡 − റ𝜉 ⋅ റ𝑥

റ𝑥′ = റ𝑥 − റ𝜉𝑐𝑡 − 𝜃ො𝑛 × റ𝑥

=
𝑐𝑡

റ𝑥
+

− റ𝜉 ⋅ റ𝑥

− റ𝜉𝑐𝑡 + ി𝜃 ⋅ റ𝑥

53

无穷小转动

若 റ𝜉 = 0，则无穷小洛伦兹变换写为了

𝑐𝑡′ = 𝑐𝑡, റ𝑥′ = റ𝑥 − 𝜃ො𝑛 × റ𝑥

该变换表示绕着 ෝ𝒏 轴的无穷小转动（转角为𝜽）

 绕着 𝑥1 轴的无穷小转动为（𝑡′ = 𝑡、𝑥1
′ = 𝑥1）

𝑥2
′ = 𝑥2 + 𝜃𝑥3, 𝑥3

′ = 𝑥3 − 𝜃𝑥2

相应的 2 × 2无穷小变换矩阵为

Ω = 𝜃
0 1

−1 0

54

无穷小推动

若 𝜃 = 0，则无穷小洛伦兹变换写为了

𝑐𝑡′ = 𝑐𝑡 − റ𝜉 ⋅ റ𝑥, റ𝑥′ = റ𝑥 − റ𝜉𝑐𝑡

这是由于𝐾′ 系中一个静止的粒子（𝑑 റ𝑥′ = 0 = 𝑑 റ𝑥 − റ𝜉𝑐𝑑𝑡），

其在 𝐾系中的速度为 റ𝑣 = Τ𝑑 റ𝑥 𝑑𝑡 = 𝑐 റ𝜉 = റ𝑣0。

该变换表示沿着 𝝃 方向的无穷小推动（速度为 𝒗𝟎 = 𝒄𝝃）

 沿着 𝑥1 轴的无穷小推动为（𝑥2
′ = 𝑥2、𝑥3

′ = 𝑥3）

𝑐𝑡′ = 𝑐𝑡 − 𝜉𝑥1, 𝑥1
′ = 𝑥1 − 𝜉𝑐𝑡

相应的 2 × 2无穷小变换矩阵为

Ω = 𝜉
0 −1

−1 0
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2. 有限正规洛伦兹变换

在无穷小变换中令

其中， റ𝜃 和 റ𝜉 有限，而 𝑁 ⟶ ∞。无限多无穷小洛伦兹变换的组

合将给出有限的洛伦兹变换，其变换矩阵为：

Λ = lim
𝑁→∞

𝐼 +
Ω

𝑁

𝑁

 正规洛伦兹群的元素可以写为

Ω⟶
1

𝑁
Ω =

1

𝑁

0 − റ𝜉

− റ𝜉 ി𝜃

【思考】证明 Λ𝑇𝑔Λ = 𝑔

Λ = 𝑒Ω ≜ ෍

𝑛=0

∞
Ω𝑛

𝑛!
= 𝐼 + Ω+

Ω2

2!
+
Ω3

3!
+⋯

56

Cayley-Hamilton定理

对于 4 × 4方阵 Ω，有

𝑒Ω = 𝛼0𝐼 + 𝛼1Ω + 𝛼2Ω
2 + 𝛼3Ω

3

 为确定诸 𝛼𝑘，定义

𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑅 𝑥 = 𝛼0 + 𝛼1𝑥 + 𝛼2𝑥
2 + 𝛼3𝑥

3

 设 𝜆𝑖 是 Ω的本征值，则 𝛼𝑘 可由如下四个代数方程确定

𝑓 𝜆𝑖 = 𝑅 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2,3,4

 若 𝜆𝑖 是 𝑛重简并的，则相应的 𝑛个代数方程替换为

𝑓 𝑚 𝜆𝑖 = 𝑅 𝑚 𝜆𝑖 , 𝑚 = 0,1,⋯ , 𝑛 − 1

57

有限转动

绕着 𝑥1 轴转动的 2 × 2变换矩阵 Λ（作用于𝑥2, 𝑥3）：

Ω = 𝜃
0 1

−1 0

相应的变换为（𝑡′ = 𝑡、𝑥1
′ = 𝑥1）

൞

𝑥2
′ = 𝑥2 cos 𝜃 + 𝑥3 sin 𝜃

𝑥3
′ = 𝑥3 cos 𝜃 − 𝑥2 sin 𝜃

𝑥2

𝑥3

𝑥2
′

𝑥3
′

𝜃
𝜃

由此可得（与坐标系无关）绕 ො𝑛轴的转动公式（𝑡′ = 𝑡）

റ𝑥′ = റ𝑥 cos 𝜃 + ො𝑛 ො𝑛 ⋅ റ𝑥 1 − cos 𝜃 − ො𝑛 × റ𝑥 sin 𝜃 , 𝑥′𝑖 = 𝑅𝑖𝑗𝑥
𝑗

⟹ Λ = 𝑒Ω =
cos 𝜃 sin 𝜃

−sin 𝜃 cos 𝜃
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有限推动

沿着 𝑥1 轴推动的 2 × 2变换矩阵为

相应的变换为（𝑥2
′ = 𝑥2、𝑥3

′ = 𝑥3）

ቐ

𝑐𝑡′ = 𝑐𝑡 cosh 𝜉 − 𝑥1 sinh 𝜉

𝑥1
′ = 𝑥1 cosh 𝜉 − 𝑐𝑡 sinh 𝜉

静止于𝐾′ 系中的粒子，其在𝐾系中的速度 𝑣0 = Τ𝑑𝑥1 𝑑𝑡满足

𝛽0 ≜
𝑣0
𝑐
= tanh 𝜉 ⟹ 𝜉 =

1

2
ln
1 + 𝛽0
1 − 𝛽0

通常将 𝜉称为快度。

Ω = 𝜉
0 −1

−1 0
⟹ Λ = 𝑒Ω =

cosh 𝜉 − sinh 𝜉

−sinh 𝜉 cosh 𝜉

59

 定义洛伦兹因子

𝛾0 ≜ cosh 𝜉 =
1

1 − 𝛽0
2

⟹ 𝛽0𝛾0 = sinh 𝜉

 利用 𝛾0 由此，沿着 𝑥1 轴的推动可以表示为

𝑐𝑡′ = 𝛾0 𝑐𝑡 − 𝛽0𝑥1

𝑥1
′ = 𝛾0 𝑥1 − 𝛽0𝑐𝑡

𝑥2,3
′ = 𝑥2,3

⟹ Λ =

𝛾0 −𝛽0𝛾0

−𝛽0𝛾0 𝛾0

⟺

𝑐𝑡 = 𝛾0 𝑐𝑡′ + 𝛽0𝑥1
′

𝑥1 = 𝛾0 𝑥1
′ + 𝛽0𝑐𝑡

′

𝑥2,3 = 𝑥2,3
′

60

𝛽
−1 +10

𝜉

𝛾

1

𝛽 𝛾 𝜉

0.5 1.155 0.549

0.9 2.294 1.472

0.99 7.089 2.647

1 − 10−3 22.366 3.800

1 − 10−4 70.712 4.952

1 − 10−5 223.607 6.103

1 − 10−6 707.107 7.254

1 − 10−10 70710.7 11.860
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惯性参考系的相对速度

 洛伦兹变换是任一给定事件在两个惯性系中的时空坐标之间

的关系。由于坐标必须是实数，因而惯性系之间的相对速度

就不可能超过光速 𝑐，否则 𝛾0 将成为虚数。

 惯性系之间的相对速度也不应等于光速 𝑐，否则，Δ𝑠2 ≠ 0 的

任意两事件的时间间隔和空间间隔都将趋于无穷。

一惯性观测者相对于另一惯性观测者的速度必小于光速 𝑐。

62

3. 推动的几何意义

考察沿着 𝑥1 轴的推动：

𝑐𝑡′ = 𝛾0 𝑐𝑡 − 𝛽0𝑥1 , 𝑥1
′ = 𝛾0 𝑥1 −𝛽0𝑐𝑡

坐标轴

𝑐𝑡′轴 = 𝑐𝑡′, 𝑥1
′ 𝑥1

′ = 0

𝑥1
′轴 = 𝑐𝑡′, 𝑥1

′ 𝑐𝑡′ = 0

= 𝑐𝑡, 𝑥1 𝑥1 = 𝛽0𝑐𝑡

= 𝑐𝑡, 𝑥1 𝑐𝑡 = 𝛽0𝑥1

𝑥1

𝑐𝑡

𝑂

𝑐𝑡′

𝜃

𝑥1
′

𝜃

tan𝜃 = 𝛽0

63

标度

 发生于 𝑐𝑡′ 轴上的某事件 𝐴，其在 𝐾′ 中的坐标设为 𝑐𝑡′, 0 ，

事件 𝐴点在标架 𝐾中的坐标为

𝑐𝑡 = 𝛾0𝑐𝑡
′ , 𝑥1 = 𝛽0𝛾0𝑐𝑡

′

故线段 𝑂𝐴在标架 𝐾′ 中的长度为 𝑐𝑡′。

而在标架 𝐾中其长度则为

 类似地，发生于 𝑥1
′ 轴上的某事件 𝐵，

若线段 𝑂𝐵 在标架 𝐾′ 中的长度为 𝑥1
′，

则其在标架 𝐾中的长度则为

𝑛 =
𝛾0
cos 𝜃

𝑥1
′

𝑥1
′

𝑥1

𝑐𝑡′𝑐𝑡

𝑂

𝑚

𝑛 𝐵

𝐴

𝑚 = 𝑐𝑡′ 𝛾0
2 + 𝛽0𝛾0

2 =
𝛾0
cos 𝜃

𝑐𝑡′

ቐ

𝑐𝑡′ = Τ𝑚cos 𝜃 𝛾0

𝑥1
′ = Τ𝑛 cos 𝜃 𝛾0
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推动的几何意义

变换的线性性意味着：在标架𝐾中

与 𝑐𝑡′ 轴平行的世界线上的诸事件在𝐾′ 系中同地发生。

与 𝑥1
′ 轴平行的世界线上的诸事件在𝐾′ 系中同地发生。

𝑂

𝑥1
′

𝑥1

𝑐𝑡′𝑐𝑡

𝑚

𝑛

𝐵

𝐴

𝜃

𝜃

𝑚

𝑛

𝑐𝑡

𝑥1

𝑃

𝜃

𝜃

ቐ

𝑐𝑡′ = Τ𝑚 cos 𝜃 𝛾0

𝑥1
′ = Τ𝑛 cos 𝜃 𝛾0

tan𝜃 = 𝛽0

65

时空又称为闵可夫斯基空间。它是一个伪欧几里德空间。欧几

里德空间中任两不同点之间的距离恒正，而闵可夫斯基空间两

不同点之间的“距离” 𝑑𝑠2 可以为正数，也可以是零甚至虚数。

闵可夫斯基空间

（Minkowski，1908）

从今以后，

单独的空间和单独的时间

注定逐渐消失而仅仅成为影子，

这两者的融合

将留存而成为一种独立的实在。

闵可夫斯基空间

66

4. 一般洛伦兹变换

与坐标系选择无关的洛伦兹变换可表示为

 由于

𝑐𝑡′ = 𝛾0 𝑐𝑡 − റ𝛽0 ⋅ റ𝑥 , റ𝑥∥
′ = 𝛾0 റ𝑥∥ − റ𝛽0𝑐𝑡 , റ𝑥⊥

′ = റ𝑥⊥

其中， റ𝑥∥和 റ𝑥⊥ 分别表示 റ𝑥的平行和垂直于 റ𝛽0 的分量。

റ𝑥′ = റ𝑥∥
′ + റ𝑥⊥

′ = റ𝑥 + 𝛾0 − 1 റ𝑥∥ − 𝛾0 റ𝛽0𝑐𝑡

𝑐𝑡′ = 𝛾0 𝑐𝑡 − റ𝛽0 ⋅ റ𝑥 , റ𝑥′ = റ𝑥 +
𝛾0
2

𝛾0 + 1
റ𝛽0 ⋅ റ𝑥 റ𝛽0 − 𝛾0 റ𝛽0𝑐𝑡

 这样的变换不仅描述推动，而且也描述转动。

= റ𝑥 + 𝛾0 − 1
റ𝛽0 ⋅ റ𝑥 റ𝛽0

𝛽0
2 − 𝛾0 റ𝛽0𝑐𝑡

因而，与坐标系选择无关的一般洛伦兹变换可表示为
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⟺ Λ =

𝛾0 −𝛾0 റ𝛽0

−𝛾0 റ𝛽0 ി𝐼 +
𝛾0
2

𝛾0 + 1
റ𝛽0 റ𝛽0

变换的系数矩阵

设两系均取直角坐标系。

 若标架 𝐾′ 相对于 𝐾 以速度 റ𝑣0 运动，且两标架的空间坐标轴

对应平行，则洛伦兹变换 𝑥′𝛼 = Λ𝛼𝛽𝑥
𝛽 为推动，变换系数为

Λ00 = 𝛾0

Λ0𝑗 = −𝛾0𝛽0𝑗

Λ𝑖0 = −𝛾0𝛽0
𝑖

Λ𝑖𝑗 = 𝛿𝑗
𝑖 +

𝛾0
2

𝛾0 + 1
𝛽0
𝑖𝛽0𝑗

【思考】请检验条件 Λ𝑇𝑔Λ = 𝑔确实成立。

68

Λ =
1 0

0 𝑅
, where 𝑅𝑇𝑅 = 𝐼

 若标架 𝐾′ 相对于 𝐾 静止，只是空间坐标轴方位发生了转动，

则洛伦兹变换 𝑥′𝛼 = Λ𝛼𝛽𝑥
𝛽 为转动，变换系数矩阵为

 一般变换即有转动又有推动。

Λ =
1 0

0 𝑅

𝛾0 −𝛾0 റ𝛽0

−𝛾0 റ𝛽0 ി𝐼 + 𝛾0 − 1 መ𝛽0 መ𝛽0

69

𝑥3

𝑥1

𝑥2

𝑂

𝐾

𝐾′

𝑥2
′

𝑥1
′

𝑂′

𝑥3
′

റ𝑣0
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