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§6 电磁场的

能量、动量和角动量

2

 电磁场的能量守恒应是一种局域的守恒，而为了描述这样一

种守恒定律，需要两个物理量：

（1）能量密度𝑤 = 𝑤 𝑡, റ𝑥 ：单位体积的能量；

（2）能流密度 റ𝑆 = റ𝑆 𝑡, റ𝑥 ：沿能量传输方向，

大小为单位时间穿过单位横截面积的能量。

 电磁场与实物粒子之间的相互作用会引起能量、动量、角动

量等的交换，因此，一个给定区域 𝑉 内电磁场能量减少的原

因，即可能是由于电磁场携带着能量从区域边界流出去了，

也可能是其能量转移给了实物粒子，或者两者兼而有之。

3

 数学上，能量守恒定律表示为：

其中，𝑉 是空间中任一给定区域，其

内可能有电荷、电流和电磁场。

单位时间区域内减少的电磁场能量等于

单位时间由区域边界流出的电磁场能量与

单位时间电磁场对区域内实物粒子做功之和。

 能量守恒定律可以写为微分形式：

−
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉 𝑤 = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ റ𝑆 + න
𝑉

𝑑𝑉 റ𝑓 ⋅ റ𝑣

−𝜕𝑡𝑤 = 𝛻 ⋅ റ𝑆 + റ𝑓 ⋅ റ𝑣 or റ𝑓 ⋅ റ𝑣 = −𝜕𝑡𝑤 − 𝛻 ⋅ റ𝑆

𝜕𝑉

𝑉

𝐸, 𝐵

𝜌, റ𝐽



2023/3/28

2

4

2. 电磁场消耗的功率密度

电磁场在单位体积实物粒子上消耗的功率（功率密度）可由力

密度给出。由于 റ𝐽 = 𝜌 റ𝑣，因而为

所以，微分形式的能量守恒定律可写为：

在对电磁场能量一无所知的情况下，

我们应坚定这样的信心：

能量守恒！

能量一定守恒！

能量只能转化而不能消失！

——刘万东

റ𝑓 ⋅ റ𝑣 = 𝜌𝐸 + റ𝐽 × 𝐵 ⋅ റ𝑣 = 𝜌𝐸 ⋅ റ𝑣

−𝜕𝑡𝑤 = 𝛻 ⋅ റ𝑆 + 𝐸 ⋅ റ𝐽 or 𝐸 ⋅ റ𝐽 = −𝜕𝑡𝑤 −𝛻 ⋅ റ𝑆

= 𝐸 ⋅ റ𝐽

5

3. Poynting定理

（AM）

（Leibnitz）

（F）

（Leibnitz）

𝐸 ⋅ റ𝐽 =
1

𝜇0
𝐸 ⋅ 𝛻 × 𝐵 − 𝜀0𝐸 ⋅

𝜕𝐸

𝜕𝑡

= −
𝜕

𝜕𝑡

1

2
𝜀0𝐸

2 −
1

𝜇0
𝛻 ⋅ 𝐸 × 𝐵 +

1

𝜇0
𝐵 ⋅ 𝛻 × 𝐸

= −
𝜕

𝜕𝑡

1

2
𝜀0𝐸

2 −
1

𝜇0
𝛻 ⋅ 𝐸 × 𝐵 −

1

𝜇0
𝐵 ⋅

𝜕𝐵

𝜕𝑡

= −
𝜕

𝜕𝑡

1

2
𝜀0𝐸

2 +
𝐵2

2𝜇0
− 𝛻 ⋅

1

𝜇0
𝐸 × 𝐵

= −𝜕𝑡𝑤 − 𝛻 ⋅ റ𝑆

6

 电磁场的能量密度

 电磁场的能流密度（Poynting矢量）

𝑤 ≜
1

2
𝜀0𝐸

2 +
𝐵2

2𝜇0
=
1

2
𝜀0 𝐸2 + 𝑐2𝐵2

റ𝑆 ≜
1

𝜇0
𝐸 × 𝐵 = 𝜀0𝑐

2𝐸 × 𝐵

电磁场的能量守恒定律（Poynting定律）

−
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉 𝑤 −ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ റ𝑆 = න
𝑉

𝑑𝑉 𝐸 ⋅ റ𝐽（积分形式）

（微分形式）−𝜕𝑡𝑤 − 𝛻 ⋅ റ𝑆 = 𝐸 ⋅ റ𝐽
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总能量守恒

将 𝑉取为全空间。设 𝑟 ⟶ ∞时，𝐸, 𝐵~𝑂 Τ1 𝑟 ，则

即电磁场在实物上消耗的总功率等于场总能量的时间减小率。

因此，电磁场与带电粒子构成的体系的总能量守恒。

 电磁场消耗的总功率等于实物粒子力学能量（记为 𝑈）增加

的速率，若用𝑊表示全空间电磁场的总能量，则

න𝑑𝑉 𝐸 ⋅ റ𝐽 = −
𝑑

𝑑𝑡
න𝑑𝑉 𝑤

𝑑 𝑈 +𝑊

𝑑𝑡
= 0 𝑈 +𝑊 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

8

 对于通过电磁作用的带电粒子系统，此处所指力学能量就是

带电粒子系统的总动能或总相对论能量。这是由于

根据动能定理，作用于各带电粒子上的Lorentz力消耗的总功

率等于力学能量（动能或相对论能量）的时间变化率，即

റ𝐽 𝑡, റ𝑥 =෍
𝑘
𝑒𝑘 റ𝑣𝑘 𝑡 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑘 𝑡

=෍
𝑘
𝑒𝑘𝐸 𝑡, റ𝑥𝑘 ⋅ റ𝑣𝑘 𝑡

න𝑑𝑉 𝐸 ⋅ റ𝐽 =෍
𝑘
𝑒𝑘න𝑑𝑉 𝐸 𝑡, റ𝑥 ⋅ റ𝑣𝑘 𝑡 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑘 𝑡

෍

𝑘

𝑒𝑘𝐸 ⋅ റ𝑣𝑘 =
𝑑

𝑑𝑡
෍

𝑘

1

2
𝑚𝑘𝑣𝑘

2 or
𝑑

𝑑𝑡
෍

𝑘

𝑚𝑘𝑐
2

1 − Τ𝑣𝑘
2 𝑐2

9

存在导体的情形

若区域 𝑉内的实物为Ohm型导体，由于 റ𝐽 = 𝜎𝐸，故

由边界流进区域的电磁场能量，

一部分使得区域内电磁场的能量增加，

一部分则以焦耳热的形式损耗掉了。

导致区域内电磁场能量减少的原因有二，

一是作用于实物产生焦耳热，

二是电磁场携带着能量由边界流出去了。

𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉 𝑤 +න
𝑉

𝑑𝑉
𝐽2

𝜎
= −ර

𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ റ𝑆

−
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉 𝑤 = න
𝑉

𝑑𝑉
𝐽2

𝜎
+ර

𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ റ𝑆

导体

𝜕𝑉
𝑉
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【例】同轴传输线内导体半径为 𝑎，外导线半径为 𝑏，两导线间

为真空。导线载有电流 𝐼，两导线间的电压为 𝑉。

（1）忽略导线电阻，计算导线间的能流和传输功率；

（2）计及导线电阻，计算通过内导线表面进入导线内的能流，

证明它等于导线的损耗功率（设内导体 𝜀 = 𝜀0，𝜇 = 𝜇0）。

【解】（1）设导线上单位长度的电

量为 𝜆，则由Gauss定理以及Ampere

环路定理，有

𝐸 =
𝜆

2𝜋𝜀0𝑠
Ƹ𝑠, 𝐵 =

𝜇0𝐼

2𝜋𝑠
෠𝜙, 𝑎 < 𝑠 < 𝑏

෠𝜙

Ƹ𝑠

𝑧

𝑠𝑎

𝑏

11

其中， 𝜆可由导线间的电压𝑉给出：

故能流密度矢量为

传输线的总传输功率为

𝑉 = න
𝑎

𝑏

𝐸 ⋅ 𝑑റ𝑙 = න
𝑎

𝑏

𝐸𝑠𝑑𝑠 =
𝜆

2𝜋𝜀0
ln
𝑏

𝑎

𝜆 =
2𝜋𝜀0𝑉

ln Τ𝑏 𝑎

𝑃 = ර𝑑 റ𝜎 ⋅ റ𝑆 = න
𝑎

𝑏

𝑆 ⋅ 2𝜋𝑠𝑑𝑠 = 𝐼𝑉

റ𝑆 റ𝑆

𝑎

𝑏

റ𝑆 ≜
1

𝜇0
𝐸 × 𝐵 =

𝜆𝐼

4𝜋2𝜀0𝑠
2 Ƹ𝑧 =

𝐼𝑉

2𝜋𝑠2 ln Τ𝑏 𝑎
Ƹ𝑧, 𝑎 < 𝑠 < 𝑏

12

（2）计及内导体的有限电导率 𝜎，则内导体内部一点的电场

强度不再为零，利用Ohm定律以及Ampere环路定理，有

故内导体内的能流密度矢量为

这部分流入导体内部的能量以焦耳热的形式消耗掉了，流入长

度为 𝐿的一段导线内部的功率为

𝐸in =
റ𝐽

𝜎
=

𝐼

𝜋𝑎2𝜎
Ƹ𝑧, 𝐵in =

𝜇0𝐼𝑠

2𝜋𝑎2
෠𝜙, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑎

റ𝑆in ≜
1

𝜇0
𝐸in × 𝐵in = −

𝐼2𝑠

2𝜋2𝑎4𝜎
Ƹ𝑠, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑎

𝑃in = റ𝑆in 𝑠 = 𝑎 ⋅ −2𝜋𝑎𝐿 Ƹ𝑠 = 𝐼2
𝐿

𝜋𝑎2𝜎
= 𝐼2𝑅, 𝑅 ≜

𝐿

𝜋𝑎2𝜎
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计及内导体电阻时，导线内电场沿着电流方向。根据边值关系，

在导线表面外侧附近，电场不仅有法向分量，也有切向分量。

因此，能流密度矢量即有沿着导线方向的分量，也有垂直于导

线指向其内部的分量。

റ𝑆

14

【思考】半径为 𝑎、电量为 𝑒 的均匀带电球壳以常速度 𝑣 ≪ 𝑐

运动。试分别由

𝑊𝑒 = 𝑚0𝑐
2, 𝑊𝑚 =

1

2
𝑚𝑣2

计算球壳的“静止质量”𝑚0 和“运动质量”𝑚。二者有什么

关系？

15

4. 𝑤 与 𝑺 不确定性

电磁场的能量密度与能流密度的表达式并不唯一。若

即

其中 𝛼 和 റ𝛽 可以是由 𝐸 和 𝐵 确定的、满足连续性方程的任意标

量和矢量。

【思考】这种不确定性是否会有可观测的物理效应？

这种不确定性是否可以通过施加某些限制消除？

−𝜕𝑡𝑤 − 𝛻 ⋅ റ𝑆 = 𝐸 ⋅ റ𝐽 = −𝜕𝑡𝑤
′ −𝛻 ⋅ റ𝑆′

𝜕𝑡𝛼 + 𝛻 ⋅ റ𝛽 = 0

令 𝛼 ≜ 𝑤′ −𝑤以及 റ𝛽 ≜ റ𝑆′ − റ𝑆，得到

𝑤′ = 𝑤 + 𝛼, റ𝑆′ = റ𝑆 + റ𝛽, 𝜕𝑡𝛼 + 𝛻 ⋅ റ𝛽 = 0
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5. Maxwell方程组的完备性

描述电磁场演化的Maxwell 方程组是完备的。含义是：

在电荷、电流分布已知的情形下，若给定 𝑡 = 0 时刻电磁场

在区域 𝑉内任一点的数值

并且给定边界 𝜕𝑉上电场或磁场的切向分量

则由Maxwell方程组可以唯一确定

𝐸 𝑡 = 0, റ𝑥 ∈ 𝑉 and 𝐵 𝑡 = 0, റ𝑥 ∈ 𝑉

𝐸𝜏 𝑡, റ𝑥 ∈ 𝜕𝑉 or 𝐵𝜏 𝑡, റ𝑥 ∈ 𝜕𝑉

𝐸 𝑡, റ𝑥 ∈ 𝑉 and 𝐵 𝑡, റ𝑥 ∈ 𝑉

17

【证明】设有两组解 𝐸1, 𝐵1 、 𝐸2, 𝐵2 同时满足上述条件及

Maxwell方程组。则 𝐸 = 𝐸1 −𝐸2, 𝐵 = 𝐵1 − 𝐵2 满足

①

②

③

②

𝛻 ⋅ 𝐸 = 0, 𝛻 ⋅ 𝐵 = 0, 𝛻 × 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡
, 𝛻 × 𝐵 =

1

𝑐2
𝜕𝐸

𝜕𝑡

𝐸 𝑡 = 0, റ𝑥 ∈ 𝑉 = 0 and 𝐵 𝑡 = 0, റ𝑥 ∈ 𝑉 = 0

𝐸𝜏 𝑡, റ𝑥 ∈ 𝜕𝑉 = 0 or 𝐵𝜏 𝑡, റ𝑥 ∈ 𝜕𝑉 = 0

𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉
1

2
𝜀0 𝐸2 + 𝑐2𝐵2 = −

1

𝜇0
ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝐸 × 𝐵 = 0
① ③

𝐸2 + 𝑐2𝐵2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ≡ 0

𝐸 = 𝐸1 −𝐸2 = 0, 𝐵 = 𝐵1 − 𝐵2 = 0

18

 电磁场的动量守恒应是一种局域的守恒，而为了描述这样一

种守恒定律，需要两个物理量：

（2）动量流密度：ി𝑇 = ി𝑇 𝑡, റ𝑥

（1）动量密度： റ𝑔 = റ𝑔 𝑡, റ𝑥

 由于流过面元𝑑 റ𝜎的动量（𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇）是一个矢量，

因而ി𝑇应是一个二阶张量。

 电磁场与实物粒子之间可能交换动量，对于给定区域 𝑉，电

磁场携带着能量从𝜕𝑉流出去，以及电磁场对𝑉内的实物粒子

施加力，都会使得𝑉内电磁场的动量减少。
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 数学上，动量守恒定律表示为：

单位时间区域内减少的电磁场动量等于

单位时间由区域边界流出的电磁场动量与

电磁场对区域内实物粒子施加的力之和。

（后者等于单位时间区域内实物粒子增加的动量）

 能量守恒定律可以写为微分形式：

−
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉 റ𝑔 = න
𝑉

𝑑𝑉 റ𝑓 + ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇

−𝜕𝑡 റ𝑔 = 𝛻 ⋅ ി𝑇 + റ𝑓 or റ𝑓 = −𝜕𝑡 റ𝑔 − 𝛻 ⋅ ി𝑇

𝜕𝑉

𝑉

𝐸, 𝐵

𝜌, റ𝐽

20

2. 动量守恒定理

（EG、AM）

（Leibnitz）

（F）

（BG）

റ𝑓 = 𝜌𝐸 + റ𝐽 × 𝐵

= 𝜀0 𝛻 ⋅ 𝐸 𝐸 + 𝜀0𝑐
2 𝛻 × 𝐵 × 𝐵 − 𝜀0𝜕𝑡𝐸 × 𝐵

= −𝜕𝑡 𝜀0𝐸 × 𝐵 + 𝜀0𝐸 × 𝜕𝑡𝐵

+𝜀0 𝛻 ⋅ 𝐸 𝐸 + 𝜀0𝑐
2 𝛻 × 𝐵 ×𝐵

= −𝜕𝑡 𝜀0𝐸 × 𝐵

+𝜀0 𝛻 ⋅ 𝐸 𝐸 + 𝛻 × 𝐸 × 𝐸

+𝜀0𝑐
2 𝛻 ⋅ 𝐵 𝐵 + 𝛻 × 𝐵 × 𝐵

21

由于

因此

𝛻 ⋅ 𝐸 𝐸 + 𝛻 × 𝐸 × 𝐸 = 𝛻 ⋅ 𝐸 𝐸 + 𝐸 ⋅ 𝛻𝐸 −
1

2
𝛻 𝐸 ⋅ 𝐸

= 𝛻 ⋅ 𝐸𝐸 −
1

2
𝐸2ി𝐼

𝛻 ⋅ 𝐵 𝐵 + 𝛻 × 𝐵 × 𝐵 = 𝛻 ⋅ 𝐵𝐵 −
1

2
𝐵2ി𝐼

റ𝑓 = −
𝜕

𝜕𝑡
𝜀0𝐸 × 𝐵 + 𝜀0𝛻 ⋅ 𝐸𝐸 −

1

2
𝐸2ി𝐼 + 𝜀0𝑐

2𝛻 ⋅ 𝐵𝐵 −
1

2
𝐵2ി𝐼

= −
𝜕

𝜕𝑡
𝜀0𝐸 × 𝐵 − 𝛻 ⋅

1

2
𝜀0 𝐸2 + 𝑐2𝐵2 ി𝐼 − 𝜀0 𝐸𝐸 + 𝑐2𝐵𝐵

= −𝜕𝑡 റ𝑔 − 𝛻 ⋅ ി𝑇
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 电磁场的动量密度

 电磁场的动量流密度

റ𝑔 ≜ 𝜀0𝐸 × 𝐵 =
റ𝑆

𝑐2

ി𝑇 ≜
1

2
𝜀0 𝐸2 + 𝑐2𝐵2 ി𝐼 − 𝜀0 𝐸𝐸 + 𝑐2𝐵𝐵

= 𝑤ി𝐼 − 𝜀0 𝐸𝐸 + 𝑐2𝐵𝐵

电磁场的动量守恒定律

−
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉 റ𝑔 −ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇 = න
𝑉

𝑑𝑉 റ𝑓（积分形式）

（微分形式） −𝜕𝑡 റ𝑔 − 𝛻 ⋅ ി𝑇 = റ𝑓

23

总动量守恒

将 𝑉取为全空间。若 𝑟 ⟶ ∞时，𝐸, 𝐵~𝑂 Τ1 𝑟 ，则

即电磁场施加于实物上的力

等于场总动量的时间减小率。

因此，电磁场与带电粒子构成的体系的总动量守恒。

 电磁场施加的作用等于实物粒子力学动量（记为 𝑃）增加的

速率，若用 റ𝐺 表示全空间电磁场的总动量，则

න𝑑𝑉 റ𝑓 = −
𝑑

𝑑𝑡
න𝑑𝑉 റ𝑔

𝑑 𝑃 + റ𝐺

𝑑𝑡
= 0 𝑃 + റ𝐺 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟

24

 事实上，由于

因而对于通过电磁作用的带电粒子系统

根据Lorentz方程，有（其中 𝛾𝑘 = 1− Τ𝑣𝑘
2 𝑐2

− Τ1 2
）

න𝑑𝑉 റ𝑓 = න𝑑𝑉 𝜌𝐸 + റ𝐽 × 𝐵

=෍
𝑘
𝑒𝑘 𝐸 𝑡, റ𝑥𝑘 + റ𝑣𝑘 𝑡 × 𝐵 𝑡, റ𝑥𝑘

റ𝐹 ≜ න𝑑𝑉 റ𝑓 =
𝑑𝑃

𝑑𝑡
, where 𝑃 ≜෍

𝑘
𝛾𝑘𝑚𝑘 റ𝑣𝑘

=෍
𝑘
𝑒𝑘න𝑑𝑉 𝐸 + റ𝑣𝑘 × 𝐵 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑘

𝜌 =෍
𝑘
𝑒𝑘𝛿

3 റ𝑥 − റ𝑥𝑘 𝑡 , റ𝐽 =෍
𝑘
𝑒𝑘 റ𝑣𝑘 𝑡 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥𝑘 𝑡
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3. 动量流密度的含义

动量流密度张量的物理意义体现在

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇 =单位时间通过面元 𝑑 റ𝜎流到区域 𝑉 外部的动量。

 按照 Lorentz 方程或者 Newton 第二定律，ി𝑇 穿过区域 𝑉 边界

的动量就是电磁场通过边界施加给外部环境的力：

区域𝑉内的电磁场通过单位面积边界作用于外部环境的力称

为应力。法向力称为压力，切向力称为剪切力。

因而，其分量 𝑇𝑖𝑗 ≜ ො𝑥𝑖 ⋅ ി𝑇 ⋅ ො𝑥𝑗的含义也就明确了。

റ𝐹exterier = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇

26

【例】设空间存在着均匀的电场分布 𝐸。任取给定区域𝑉内的

电磁场通过𝜕𝑉上单位面积（外法向ො𝑛）作用于外部的应力为

若将电场方向定义为 𝑥3 轴，则

റ𝑓𝑛 = ො𝑛 ⋅ ി𝑇 =
1

2
𝜀0𝐸

2 ො𝑛 − 𝜀0 ො𝑛 ⋅ 𝐸 𝐸

റ𝑓𝑛 =
1

2
𝜀0𝐸

2 𝑛𝑖 ො𝑥𝑖 − 2 𝑛𝑖 ො𝑥𝑖 ⋅ ො𝑥3 ො𝑥3

=
1

2
𝜀0𝐸

2 𝑛1 ො𝑥1 + 𝑛2 ො𝑥2 − 𝑛3 ො𝑥3

റ𝑓𝑛 =
1

2
𝜀0𝐸

2 ො𝑛 − 2 ො𝑛 ⋅ ෠𝐸 ෠𝐸

27

考察单位正方体，有

电场线好像是拉紧了的橡皮筋。场的各部分之间存在着作用力。

即使在静电场情形下电场力的传递也不是超距的。

 电场方向的应力表现为“拉力”

 垂直于电场方向的应力表现为“压缩力”

 纵向拉力与横向压缩力大小相等，均为电场能量密度。

E

റ𝑓±1 = ±
1

2
𝜀0𝐸

2 ො𝑥1

റ𝑓±2 = ±
1

2
𝜀0𝐸

2 ො𝑥2

റ𝑓±3 = ∓
1

2
𝜀0𝐸

2 ො𝑥3

𝐸
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平面电磁波的力学性质

 能量密度

𝑤 =
1

2
𝜀0 𝐸2 + 𝑐2𝐵2

𝐸 𝑡, റ𝑥 = 𝐸⊥ 𝑘 ⋅ റ𝑥 − 𝑘𝑐𝑡 , 𝑐𝐵 𝑡, റ𝑥 = ෠𝑘 × 𝐸 𝑡, റ𝑥

 Poynting矢量

റ𝑆 ≜
1

𝜇0
𝐸 × 𝐵 = 𝑐𝜀0𝐸

2 ෠𝑘

𝑤 = 𝜀0𝐸
2

平面电磁波的电场和磁场对能量密度的贡献相同

平面电磁波的能量流动的方向就是波传播的方向

റ𝑆 = 𝑤𝑐෠𝑘

29

 动量密度

റ𝑔 = 𝜀0𝑐
2𝐸 × 𝐵 =

റ𝑆

𝑐2

 动量流密度张量

ി𝑇 = 𝑤ി𝐼 − 𝜀0 𝐸𝐸 + 𝑐2𝐵𝐵 = 𝑤ി𝐼 − 𝑤 ෠𝐸 ෠𝐸 + ෠𝐵 ෠𝐵

平面电磁波的动量密度沿着能量流动的方向

റ𝑔 =
𝑤

𝑐
෠𝑘

ി𝑇 = 𝑤෠𝑘෠𝑘

30

𝐸 = 𝐸0𝑒
𝑖 𝑘⋅ റ𝑥−𝜔𝑡 , 𝑐𝐵 = ෠𝑘 × 𝐸

单色平面电磁波的力学性质

 平均能量密度

 平均动量密度和平均能流密度

𝑤 =
1

2
𝜀0 𝐸0

2
=
1

2
𝜀0𝐸0

∗ ⋅ 𝐸0

റ𝑆 = 𝑤 𝑐෠𝑘 = 𝑐2 റ𝑔

 平均动量流密度张量

ി𝑇 = 𝑤 ෠𝑘෠𝑘
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31

4. Maxwell 应力张量

如果区域 𝑉 内的电磁场动量不随时间变化，则电磁场对区域 𝑽

内的实物粒子施加的力可以写为

因此，又将 ി𝑇的负值称为Maxwell应力张量

റ𝐹 ≜ න
𝑉

𝑑𝑉 റ𝑓 = −ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇

−ി𝑇 = 𝜀0 𝐸𝐸 + 𝑐2𝐵𝐵 −
1

2
𝜀0 𝐸2 + 𝑐2𝐵2 ി𝐼

32

 考察静电场，此时

因此，为求某个带电体受到的静电力 റ𝐹，

只需任取一个将该带电体完全包含进来的

闭曲面𝑉即可。

ി𝑇 ≜
1

2
𝜀0𝐸

2ി𝐼 − 𝜀0𝐸𝐸 = 𝑤𝑒 ി𝐼 − 2 ෠𝐸 ෠𝐸

റ𝐹 = −ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇 = −ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎 ො𝑛 ⋅ ി𝑇

റ𝐹 = −ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎 𝑤𝑒 2 ො𝑛 ⋅ ෠𝐸 ෠𝐸 − ො𝑛

带电体

ො𝑛

𝑉
𝜕𝑉

33

【例】半径为 𝑎、总电量为 𝑄的均匀带电实心球，试计算其北

半球受到的静电力（赤道面定义为 𝑥1𝑥2 平面）。

ො𝑛

ො𝑛

ො𝑛
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34

【解】北半球受到的力等于单位时间通过 𝑥1𝑥2 平面由下方流到

上方的动量。由对称性，该力沿着 𝑥3 轴方向，因此

由于 𝑥1𝑥2 平面上的电场与 𝑥3 轴垂直，因此

所以

റ𝐹 = 𝐹ො𝑥3 = −ො𝑥3ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇 ⋅ ො𝑥3 = ො𝑥3ර
𝜕𝑉

𝑑𝜎 ො𝑥3 ⋅ ി𝑇 ⋅ ො𝑥3

ො𝑥3 ⋅ ി𝑇 ⋅ ො𝑥3 = ො𝑥3 ⋅
1

2
𝜀0𝐸

2 ി𝐼 − 2 Ƹ𝑟 Ƹ𝑟 ⋅ ො𝑥3 =
1

2
𝜀0𝐸

2 ≜ 𝑤

𝐹 = න
0

2𝜋

𝑑𝜙න
0

∞

𝑟𝑑𝑟 𝑤 = 2𝜋න
0

∞

𝑤𝑟𝑑𝑟

35

由于

所以

𝑤1 =
1

2
𝜀0

𝑄𝑟

4𝜋𝜀0𝑎
3

2

=
𝑄2𝑟2

32𝜋2𝜀0𝑎
6 , 𝑟 < 𝑎

𝑤2 =
1

2
𝜀0

𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
2

2

=
𝑄2

32𝜋2𝜀0𝑟
4 , 𝑟 > 𝑎

𝐹 = 2𝜋 න
0

𝑎

𝑤1𝑟𝑑𝑟 + න
𝑎

∞

𝑤2𝑟𝑑𝑟

=
𝑄2

16𝜋𝜀0𝑎
2 න

0

𝑎 𝑟3

𝑎4
𝑑𝑟 + න

𝑎

∞𝑎2

𝑟3
𝑑𝑟

𝐹 =
3

16

𝑄2

4𝜋𝜀0𝑎
2

36

【例】质量为𝑚、电荷量为 𝑒的荷电粒子在静磁场𝐵中运动。

试求此粒子的总动量。设带电粒子速度远小于光速，其激发的

电场可近似看作静电场。

【解】若粒子的运动速度为 റ𝑣，则其机械动量为 𝑚റ𝑣。此外，此

粒子因为荷电将在周围空间激发静电场，从而粒子周围空间中

的总场既有电场成分又有磁场成分的电磁场。鉴于静电场不能

脱离荷电粒子独立存在，此情形中电磁场的总动量可以看作带

电粒子动量的一部分。

设带电粒子激发的电场为𝐸，磁场的矢量势为 റ𝐴，则电磁动量为

റ𝐺 ≜ න𝑑𝑉 റ𝑔 = 𝜀0න𝑑𝑉 𝐸 × 𝐵 = 𝜀0න𝑑𝑉 𝐸 × 𝛻 × റ𝐴
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利用 Leibniz 法则，有

静电场无旋意味着 𝛻𝐸是对称张量，故上式第二项

所以

若采用Coulomb规范，则

𝐸 × 𝛻 × റ𝐴 = 𝛻 റ𝐴 ⋅ 𝐸 − 𝐸 ⋅ 𝛻 റ𝐴

= 𝛻 റ𝐴 ⋅ 𝐸 − 𝛻𝐸 ⋅ റ𝐴 − 𝛻 ⋅ 𝐸 റ𝐴 − 𝛻 ⋅ 𝐸 റ𝐴

𝛻𝐸 ⋅ റ𝐴 = റ𝐴 ⋅ 𝛻𝐸 = 𝛻 ⋅ റ𝐴𝐸 − 𝛻 ⋅ റ𝐴 𝐸

𝛻𝐸 ⋅ റ𝐴 = 𝛻 ⋅ റ𝐴𝐸

𝐸 × 𝛻 × റ𝐴 = 𝛻 ⋅ 𝐸 റ𝐴 + 𝛻 ⋅ റ𝐴 ⋅ 𝐸 ി𝐼 − റ𝐴𝐸 + 𝐸 റ𝐴

38

因此，利用（物理、数学）Gauss 定理得到

由于当𝑟 ⟶ ∞时，𝐸~ Τ1 𝑟2， റ𝐴~ Τ1 𝑟（局域电流），𝑑𝜎 = 𝑟2𝑑Ω，

因此上面的面积分为零。如果设粒子轨道为 റ𝑥0 𝑡 ，那么

因此，带电粒子在外磁场中运动时的总动量（正则动量）为

റ𝐺 = 𝜀0න𝑑𝑉 𝛻 ⋅ 𝐸 റ𝐴 + 𝜀0න𝑑𝑉 𝛻 ⋅ റ𝐴 ⋅ 𝐸 ി𝐼 − റ𝐴𝐸 + 𝐸 റ𝐴

= න𝑑𝑉 𝜌 റ𝐴 + 𝜀0න𝑑 റ𝜎 ⋅ റ𝐴 ⋅ 𝐸 ി𝐼 − റ𝐴𝐸 + 𝐸 റ𝐴

റ𝐺 = න𝑑𝑉 𝑒𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥0 റ𝐴 റ𝑥 = 𝑒 റ𝐴 റ𝑥0

𝑃 = 𝑚 റ𝑣 + 𝑒 റ𝐴

39

 磁场的矢势本身也具有鲜明的物理意义：它是单位点电荷

处于此磁场中获得的电磁动量。

 带电粒子的动量不仅与参考系的选择有关，也与规范选择

有关。换言之，即使带电粒子在某个参考系中静止不动，

它在此参考系中也可能具有非零的动量。

【思考】两个运动点电荷之间的 Lorentz 力在一般情形下满足牛

顿第三定律吗？服从动量守恒定律吗？为什么？
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动量守恒定律

用位置矢量叉乘上式，得到

E B    

V

A V 

j    
റ𝑓 = −𝜕𝑡 റ𝑔 − 𝛻 ⋅ ി𝑇

റ𝑥 × റ𝑓 = −റ𝑥 × 𝜕𝑡 റ𝑔 − റ𝑥 × 𝛻 ⋅ ി𝑇

= −𝜕𝑡 റ𝑥 × റ𝑔 + 𝛻 ⋅ ി𝑇 × റ𝑥

= −𝜕𝑡റ𝑙em − 𝛻 ⋅ ി𝑅

41

 电磁场（相对于𝑶点）的角动量密度

 电磁场（相对于𝑶点）的角动量流密度

റ𝑙em ≜ റ𝑥 × റ𝑔

ി𝑅 ≜ −ി𝑇 × റ𝑥

−𝜕𝑡റ𝑙em − 𝛻 ⋅ ി𝑅 = റ𝑥 × റ𝑓

电磁场的角动量守恒定律

−
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉 റ𝑙em −ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑅 = න
𝑉

𝑑𝑉 റ𝑥 × റ𝑓（积分形式）

（微分形式）

42

【解】 (1) 由Gauss定理得到球内电场为零，而

【例】半径为 𝑎、带电量为 𝑄的铁磁性金属球被均匀磁化，磁

化强度为𝑀，电荷在球表面均匀分布。

（1）试计算球的电磁角动量；

（2）试计算在去磁过程中球获得的力学角动量。

可证明：均匀磁化介质球激发的磁场为

𝐸out =
𝑄 Ƹ𝑟

4𝜋𝜀0𝑟
2 , 𝑟 > 𝑎

𝐵in =
2

3
𝜇0𝑀, 𝑟 < 𝑎

𝐵out =
𝜇0𝑎

3

3𝑟3
3 𝑀 ⋅ Ƹ𝑟 Ƹ𝑟 − 𝑀 , 𝑟 > 𝑎
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【解】 (1) 由Gauss定理得到球内电场为零，而

【例】半径为 𝑎、带电量为 𝑄的铁磁性金属球被均匀磁化，磁

化强度为𝑀，电荷在球表面均匀分布。

（1）试计算球的电磁角动量；

（2）试计算在去磁过程中球获得的力学角动量。

可证明：均匀磁化介质球激发的磁场为

𝐸out =
𝑄 Ƹ𝑟

4𝜋𝜀0𝑟
2 , 𝑟 > 𝑎

𝐵in =
2

3
𝜇0𝑀, 𝑟 < 𝑎

𝐵out =
𝜇0𝑎

3

3𝑟3
3 𝑀 ⋅ Ƹ𝑟 Ƹ𝑟 − 𝑀 , 𝑟 > 𝑎

44

电磁场只有在球外有非零的动量，密度为

电磁场相对于球心的角动量密度为（球外）

其中 𝑛𝑖 是径向单位矢量的直角分量。

റ𝑔 = 𝜀0𝐸out × 𝐵out = 𝜀0
𝑄 Ƹ𝑟

4𝜋𝜀0𝑟
2 ×

𝜇0𝑎
3

3𝑟3
3 𝑀 ⋅ Ƹ𝑟 Ƹ𝑟 − 𝑀

റ𝑔 =
𝜇0𝑄𝑎

3

12𝜋𝑟5
𝑀× Ƹ𝑟, 𝑟 > 𝑎

റ𝑙em = റ𝑥 × റ𝑔 =
𝜇0𝑄𝑎

3

12𝜋𝑟4
Ƹ𝑟 × 𝑀 × Ƹ𝑟 =

𝜇0𝑄𝑎
3

12𝜋𝑟4
𝑀 − 𝑀 ⋅ Ƹ𝑟 Ƹ𝑟

റ𝑙em =
𝜇0𝑄𝑎

3

12𝜋𝑟4
𝑀𝑖 −𝑀𝑗𝑛𝑗𝑛𝑖 ො𝑥𝑖 , 𝑟 > 𝑎

45

总的电磁角动量为

因此

𝐿em = න
𝑟>𝑎

𝑑𝑉 റ𝑙em

=
𝜇0𝑄𝑎

3

12𝜋
⋅ න

𝑎

∞𝑑𝑟

𝑟2
⋅ 𝑀𝑖ර𝑑Ω−𝑀𝑗ර𝑛𝑖𝑛𝑗𝑑Ω ො𝑥𝑖

=
𝜇0𝑄𝑎

3

12𝜋
⋅
1

𝑎
⋅ 𝑀𝑖 ⋅ 4𝜋 −𝑀𝑗 ⋅

4𝜋

3
𝛿𝑖𝑗 ො𝑥𝑖

𝐿em =
2𝜇0𝑄𝑎

2

9
𝑀𝑖 ො𝑥𝑖 =

2

9
𝜇0𝑄𝑎

2𝑀
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(2) 方法一：去磁过程中磁场减小诱导出的电场对球面上的电荷

施加力矩。对称性意味着涡旋电场 𝐸′ = 𝐸′ 𝑟, 𝜃 ෠𝜙，选择以 𝑥3

轴为对称轴、半径为 𝑎的圆 𝐶 作为闭合曲线，由Faraday定律有

作用于球上的力矩为

由角动量定理得到

正如角动量守恒所预期的，有 𝐿mech = 𝐿em。

2𝜋𝑎 sin 𝜃 ⋅ 𝐸′ = − ሶ𝐵in ⋅ 𝜋𝑎
2 sin2 𝜃 𝐸′ = −

𝑎 sin 𝜃

2
ሶ𝐵in ෠𝜙

റ𝜏 =
𝑄

4𝜋𝑎2
ර
𝑆

𝑑𝜎 𝑎 Ƹ𝑟 × 𝐸′ = ො𝑥3
𝑄

4𝜋𝑎2
ර
𝑆

𝑑𝜎 𝑎𝐸′ sin 𝜃 = −
1

3
𝑄𝑎2

ሶ
𝐵in

𝐿mech = න
0

∞

റ𝜏𝑑𝑡 =
1

3
𝑄𝑎2𝐵in 𝑡 = 0 =

2

9
𝜇0𝑄𝑎

2𝑀

47

（2）方法二：去磁过程中，感应电场对球面上的电荷施加力矩

റ𝜏 =
𝑄

4𝜋𝑎2
ර
𝑟=𝑎

𝑑𝜎 𝑎 Ƹ𝑟 × 𝐸

=
𝑄

4𝜋𝑎
ර
𝑟=𝑎

𝑑 റ𝜎 × 𝐸

=
𝑄

4𝜋𝑎
න
𝑟<𝑎

𝑑𝑉 𝛻 × 𝐸

=
𝑄

4𝜋𝑎
න
𝑟<𝑎

𝑑𝑉 −
𝜕𝐵

𝜕𝑡

= −
𝑄

4𝜋𝑎

𝑑

𝑑𝑡
න
𝑟<𝑎

𝑑𝑉𝐵

48

由角动量定理得到金属球最终获得的（力学）角动量为

由于初始时，球内的磁场𝐵in 均匀，因而

即初始时电磁场的角动量完全转移给实物金属球，金属球最终

会绕着初始磁矩的方向转动起来（设𝑄 > 0）。

【思考】初始时磁场是否提供力矩？去磁过程中，电场也会变

化，从而激发新的磁场成分，是否有必要将磁场提供的力矩考

虑进来？若有必要，我们的结论会否因此而改变？为什么？

𝐿mech = න
0

∞

റ𝜏𝑑𝑡 =
𝑄

4𝜋𝑎
න
𝑟<𝑎

𝑑𝑉𝐵
𝑡=0

𝐿mech =
𝑄

4𝜋𝑎
⋅
4𝜋𝑎3

3
𝐵in =

2

9
𝜇0𝑄𝑎

2𝑀
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束缚电荷、束缚电流是作为对场的响应以因变量的方式出现的。

从实际应用角度，需要分析外界克服电磁力对自由电荷的功、

冲量和冲量距，并建立相应的能量、动量、角动量守恒定理。

 以做功为例：由 റ𝐽𝑓 = റ𝐽 − റ𝐽′ 得到 −𝐸 ⋅ റ𝐽𝑓 = −𝐸 ⋅ റ𝐽 + 𝐸 ⋅ റ𝐽′

−𝐸 ⋅ റ𝐽𝑓—— 外界对传导电流（搬运自由电荷）的功率密度。

−𝐸 ⋅ റ𝐽—— 外界对总电流（搬运全部电荷）的功率密度：

转化为电磁能。

+𝐸 ⋅ റ𝐽′—— 电磁场对束缚电流（搬运束缚电荷）的功率密度：

一部分电磁能转化为介质的内部能量（极化能、

磁化能、热能…… ）。

50

 外界对自由电荷的冲量和冲量矩存在类似结果：一部分转

化为电磁动量和角动量，另一部分以某种方式转移给介质。

 是否存在相应的能量、动量和角动量守恒定理，取决于转

移给介质的部分能否写成介质电磁参量（与其他参量例如

温度无关）的态函数，后者与介质的电磁特性有关。

51

1. 功率密度

非纯时间偏导数项

【结论】有介质存在时，对自由电荷、传导电流的功

一般与过程有关，不能化为标准的守恒形式。

电磁场对自由电荷、传导电流的功率密度为

（AM）

（Leibnitz）

（F）

𝐸 ⋅ റ𝐽𝑓 = 𝐸 ⋅ 𝛻 × 𝐻 − 𝐸 ⋅ 𝜕𝑡𝐷

= −𝛻 ⋅ 𝐸 × 𝐻 + 𝐻 ⋅ 𝛻 × 𝐸 − 𝐸 ⋅ 𝜕𝑡𝐷

𝐸 ⋅ റ𝐽𝑓 = −𝛻 ⋅ 𝐸 × 𝐻 − 𝐸 ⋅ 𝜕𝑡𝐷 + 𝐻 ⋅ 𝜕𝑡𝐵
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对介质的附加条件

对于线性、无色散、无损耗介质：

线 性：ി𝜀和 ി𝜇与电磁场无关

无色散：ി𝜀和 ി𝜇与电磁场的时间变化率（频率）无关

无损耗：ി𝜀和 ി𝜇为实数量

（参考教材例2.13和例3.7）

𝐷 = ി𝜀 ⋅ 𝐸, 𝐵 = ി𝜇 ⋅ 𝐻, where 𝜀𝑖𝑗 = 𝜀𝑗𝑖, 𝜇𝑖𝑗 = 𝜇𝑗𝑖

𝐸 ⋅ 𝜕𝑡𝐷 = 𝐸 ⋅ 𝜕𝑡 ി𝜀 ⋅ 𝐸 = 𝐷 ⋅ 𝜕𝑡𝐸

𝐻 ⋅ 𝜕𝑡𝐵 = 𝐻 ⋅ 𝜕𝑡 ി𝜇 ⋅ 𝐻

= 𝐸 ⋅ ി𝜀 ⋅ 𝜕𝑡𝐸

𝐸 ⋅ 𝜕𝑡𝐷 = 𝜕𝑡
1

2
𝐷 ⋅ 𝐸 , 𝐻 ⋅ 𝜕𝑡𝐵 = 𝜕𝑡

1

2
𝐵 ⋅ 𝐻

= 𝐻 ⋅ ി𝜇 ⋅ 𝜕𝑡𝐻 = 𝐵 ⋅ 𝜕𝑡𝐻

化为纯时

间偏导数

53

能量守恒定律

 电磁场的能量密度

 电磁场的能流密度（Poynting矢量）

𝑤 ≜
1

2
𝐷 ⋅ 𝐸 +

1

2
𝐵 ⋅ 𝐻

റ𝑆 ≜ 𝐸 × 𝐻

电磁场─线性、无色散、无损耗介质系统的能量守恒定律为

−
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉 𝑤 −ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ റ𝑆 = න
𝑉

𝑑𝑉 𝐸 ⋅ റ𝐽𝑓（积分形式）

（微分形式）−𝜕𝑡𝑤 − 𝛻 ⋅ റ𝑆 = 𝐸 ⋅ റ𝐽𝑓

54

介质界面上的能量守恒

对于分区均匀（线性、无色散、无损耗）的介质，能量守恒定

律在介质界面处表现为边值关系：

ො𝑛 ⋅ റ𝑆2 − റ𝑆1 = 0

即Poynting矢量的法向分量连续：从一侧流入界面的电磁场能

量，等于从另一侧流出的电磁场能量。



2023/3/28

19

55

2. 力密度

电磁场对自由电荷、传导电流施加的力密度为

非全散度项

【结论】有介质存在时，对自由电荷、传导电流的冲量不能化

为标准的守恒形式。

（EG、AM）

（Leibnitz）

（F）

（BG）

（Leibnitz）

𝜌𝑓𝐸 + റ𝐽𝑓 × 𝐵

= −𝜕𝑡 𝐷 ×𝐵 + 𝛻 ⋅ 𝐷 𝐸 + 𝛻 × 𝐻 × 𝐵 + 𝐷 × 𝜕𝑡𝐵

= −𝜕𝑡 𝐷 ×𝐵 + 𝛻 ⋅ 𝐷 𝐸 + 𝛻 × 𝐸 × 𝐷

+ 𝛻 ⋅ 𝐵 𝐻 + 𝛻 × 𝐻 × 𝐵

= −𝜕𝑡 𝐷 ×𝐵 + 𝛻 ⋅ 𝐷𝐸 + 𝐵𝐻

= 𝛻 ⋅ 𝐷 𝐸 + 𝛻 × 𝐻 × 𝐵 − 𝜕𝑡𝐷 ×𝐵

− 𝛻𝐸 ⋅ 𝐷 + 𝛻𝐻 ⋅ 𝐵

56

对介质的附加条件

对于线性、均匀介质：

线性：ി𝜀和 ി𝜇与电磁场无关

均匀：ി𝜀和 ി𝜇与空间位置无关

𝛻𝐸 ⋅ 𝐷 = 𝛻𝐸 ⋅ ി𝜀 ⋅ 𝐸

𝛻𝐻 ⋅ 𝐵 = 𝛻𝐻 ⋅ ി𝜇 ⋅ 𝐻

𝛻𝐸 ⋅ 𝐷 + 𝛻𝐻 ⋅ 𝐵 = 𝛻
1

2
𝐷 ⋅ 𝐸 +

1

2
𝐵 ⋅ 𝐻

= 𝛻 ⋅
1

2
𝐷 ⋅ 𝐸 +

1

2
𝐵 ⋅ 𝐻 ി𝐼

= 𝛻 𝐸 ⋅ ി𝜀 ⋅ 𝐸

= 𝛻 𝐻 ⋅ ി𝜇 ⋅ 𝐻

= 𝛻𝐷 ⋅ 𝐸

= 𝛻𝐵 ⋅ 𝐻

化为纯散度项

57

动量守恒定律

 电磁场的动量密度

 电磁场的动量流密度

റ𝑔 ≜ 𝐷 × 𝐵

ി𝑇 ≜
1

2
𝐷 ⋅ 𝐸 +

1

2
𝐵 ⋅ 𝐻 ി𝐼 − 𝐷𝐸 + 𝐵𝐻

−
𝑑

𝑑𝑡
න
𝑉

𝑑𝑉 റ𝑔 −ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇 = න
𝑉

𝑑𝑉 𝜌𝑓𝐸 + റ𝐽𝑓 × 𝐵（积分形式）

（微分形式） −𝜕𝑡 റ𝑔 − 𝛻 ⋅ ി𝑇 = 𝜌𝑓𝐸 + റ𝐽𝑓 × 𝐵

电磁场─线性、均匀介质系统的动量守恒定律为
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介质界面上的动量守恒

利用动量守恒定律：

在简单介质交界面附近

 该动量守恒定理要求介质均匀，不能用来导出边值关系。

−𝜕𝑡 റ𝑔 − 𝛻 ⋅ ി𝑇 = 𝜌𝑓𝐸 + റ𝐽𝑓 × 𝐵

ො𝑛 ⋅ ി𝑇2 − ി𝑇1 = 0

正确的方法应从非均匀介质中的动量守恒关系出发。

59

对于线性、各向同性、无色散、非均匀（𝜀和𝜇依赖于 റ𝑥）介质，

满足本构关系𝐷 = 𝜀𝐸和𝐵 = 𝜇𝐻，因而

𝜌𝑓𝐸 + റ𝐽𝑓 × 𝐵 −
1

2
𝐸2𝛻𝜀 −

1

2
𝐻2𝛻𝜇 = −𝜕𝑡 റ𝑔 − 𝛻 ⋅ ി𝑇

𝛻𝐸 ⋅ 𝐷 = 𝛻𝐸 ⋅ 𝜀𝐸

𝛻𝐻 ⋅ 𝐵 = 𝛻𝐻 ⋅ 𝜇𝐻

= 𝛻
1

2
𝜀𝐸2 −

1

2
𝐸2𝛻𝜀

= 𝛻
1

2
𝜇𝐻2 −

1

2
𝐻2𝛻𝜇

𝜌𝑓𝐸 + റ𝐽𝑓 × 𝐵 = −𝜕𝑡 𝐷 × 𝐵 + 𝛻 ⋅ 𝐷𝐸 + 𝐵𝐻

− 𝛻𝐸 ⋅ 𝐷 + 𝛻𝐻 ⋅ 𝐵

正确的方法应从非均匀介质中的动量守恒关系出发：

60

定义Minkowski 力密度：

介质界面处单位面积受到的力：

介质界面上的压强为：

【思考】请调研Abraham 力密度并将其与 Minkowski 力密度对比。

റ𝑓𝑀 ≜ 𝜌𝑓𝐸 + റ𝐽𝑓 × 𝐵 −
1

2
𝐸2𝛻𝜀 −

1

2
𝐻2𝛻𝜇

റ𝑓𝑀 = −𝜕𝑡 റ𝑔 − 𝛻 ⋅ ി𝑇

因而简单介质中的动量守恒定律写为（Minkowski，1908）

𝑑 റ𝐹

𝑑𝜎
= −ො𝑛 ⋅ ി𝑇2 − ി𝑇1

𝑝 = ො𝑛 ⋅
𝑑 റ𝐹

𝑑𝜎
= ො𝑛ො𝑛: ി𝑇1 − ി𝑇2
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3. 角动量守恒定律

对于线性、均匀、各向同性介质，由于动量流密度为对称张量，

因而可仿照真空情形给出

这就是电磁场─线性、均匀、各向同性介质系统的角动量守恒定

律。

റ𝑥 × 𝜌𝑓𝐸 + റ𝐽𝑓 × 𝐵 = −𝜕𝑡 റ𝑥 × റ𝑔 − 𝛻 ⋅ −ി𝑇 × റ𝑥

62


