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§4 电磁规律的规范不变性
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由于 𝛻 ⋅ 𝐵 = 0，因此可以引入矢量函数 റ𝐴 𝑡, റ𝑥 使得

将其代入Faraday定律，得到

因此可以引入标量函数𝜑 𝑡, റ𝑥 使得

𝐵 𝑡, റ𝑥 = 𝛻 × റ𝐴 𝑡, റ𝑥

0 = 𝛻 × 𝐸 +
𝜕𝐵

𝜕𝑡
= 𝛻 × 𝐸 +

𝜕

𝜕𝑡
𝛻 × റ𝐴 = 𝛻 × 𝐸 +

𝜕 റ𝐴

𝜕𝑡

𝐸 +
𝜕 റ𝐴

𝜕𝑡
= −𝛻𝜑

𝐸 𝑡, റ𝑥 = −𝛻𝜑 𝑡, റ𝑥 −
𝜕 റ𝐴 𝑡, റ𝑥

𝜕𝑡
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 时变情形下，电场不再是保守力场，因此：标势 𝜑不再具有

“势能”的含义，相应“电压”概念不确切。

 矢势的物理含义是：在任意时刻沿任意闭曲线𝐶的环量等于

该时刻穿过以𝐶为边界的的任一曲面Σ的磁通量

 对于时变电磁场，电场与磁场是相互作用着的整体，必须把

矢势与标势作为整体来描写电磁场，并将其统一称为电磁势。

电磁场又称为电磁势的场强。

电磁场可以用标量势和矢量势共四个分量完全描述

𝐵 = 𝛻 × റ𝐴, 𝐸 = −𝛻𝜑 −
𝜕 റ𝐴

𝜕𝑡

ර
𝜕Σ

റ𝐴 ⋅ 𝑑റ𝑙 = න
Σ

𝐵 ⋅ 𝑑 റ𝜎
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给定的电磁场可以用不同的电磁势描述，不同电磁势之间的关

系称为规范变换（gauge transformation），其一般表达式为：

其中， 𝜓 𝑡, റ𝑥 可以是任一给定的标量函数，称为规范函数。

 电磁势又称为规范势。对于给定的电磁场，每一组合格的

𝜑, റ𝐴 称为一种“规范”。

𝜑′ = 𝜑 − 𝜕𝑡𝜓, റ𝐴′ = റ𝐴 + 𝛻𝜓

 规范变换自由度的存在是由于规范势中矢势 റ𝐴 的定义不完整：

电磁场只规定了 𝛻 × റ𝐴，但对 𝛻 ⋅ റ𝐴 却未作出任何规定。从物

理上讲，可以随意地选择 𝛻 ⋅ റ𝐴，每一种选择就对应一种规范。
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1. Coulomb规范与Lorenz规范

从实践角度讲，应用最广泛的规范有如下两种：

（1）Coulomb 规范：规范选择条件为

（2） Lorenz 规范：规范选择条件为

【思考】对于给定的电磁场，是否总可以选择规范函数，

使其标量势为零？或使其矢量势为零？

请自行证明：

对于给定的电磁场，

总可以选择规范函

数，使其电磁势满

足 Coulomb规范或

Lorenz规范。

𝛻 ⋅ റ𝐴 = 0

𝐿 ≜ 𝛻 ⋅ റ𝐴 +
1

𝑐2
𝜕𝜑

𝜕𝑡
= 0
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2. 规范不变性

经典电动力学中，可观测物理量是场强矢量𝐸和𝐵，而非𝜑和 റ𝐴。

由规范变换联系的不同规范势对应着同一组 𝐸, 𝐵 ，所以，物

理规律——此处特指Maxwell  方程组与 Lorentz 方程——具有

规范变换下的不变性。

【思考】除𝐸和𝐵外，其他物理量也可能是规范变换下的不变量，

如 𝐶ׯ
റ𝐴 ⋅ 𝑑റ𝑙。

电磁场是一种规范场

电磁相互作用是一种规范相互作用

【思考】为什么强调电磁规律的规范不变性？
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3. 剩余规范不变性

设两组电磁势 𝜑, റ𝐴 和 𝜑′, റ𝐴′ 均对应相同的电磁场，且均满足

Lorenz 规范 𝐿 = 0 = 𝐿′。

 两组电磁势由规范变换相联系：

 规范函数满足

𝜑′ = 𝜑 −
𝜕𝜓

𝜕𝑡
, റ𝐴′ = റ𝐴 + 𝛻𝜓

𝐿′ − 𝐿 = 𝛻 ⋅ റ𝐴′ − റ𝐴 +
1

𝑐2
𝜕 𝜑′ − 𝜑

𝜕𝑡
= 0

𝛻2 −
1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
𝜓 = 0
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 对于给定的电磁场，电磁势在 Lorenz 规范下并不唯一，仍

然可以做规范变换，这样的变换称为剩余规范变换

（residual gauge transformation）：

即剩余规范函数𝜓可以是波动方程的任一解。

【思考】对于给定的电磁场，在要求其电磁势满足 Lorenz 规范

的条件下，是否可以通过合适的剩余规范函数的选择使得的电

磁势唯一确定下来？即是否存在完全的规范固定（complete

gauge–fixing）？

𝜑′ = 𝜑 −
𝜕𝜓

𝜕𝑡
, റ𝐴′ = റ𝐴 + 𝛻𝜓, 𝛻2𝜓−

1

𝑐2
𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
= 0
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将规范势的定义代入AM定律，给出

而将规范势的定义代入EG定律，给出

𝜇0 റ𝐽 = 𝛻 × 𝐵 −
1

𝑐2
𝜕𝐸

𝜕𝑡
= 𝛻 × 𝛻 × റ𝐴 +

1

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡
𝛻𝜑 +

𝜕 റ𝐴

𝜕𝑡

𝜌

𝜀0
= 𝛻 ⋅ 𝐸 = −𝛻 ⋅ 𝛻𝜑 +

𝜕 റ𝐴

𝜕𝑡

𝛻2 റ𝐴 − 𝛻 𝛻 ⋅ റ𝐴 −
1

𝑐2
𝛻

𝜕𝜑

𝜕𝑡
+
𝜕2 റ𝐴

𝜕𝑡2
= −𝜇0 റ𝐽

𝛻2𝜑 +
𝜕

𝜕𝑡
𝛻 ⋅ റ𝐴 = −

𝜌

𝜀0
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 渐近条件：物理的电荷、电流分布都是局域的，相应地，我

们假定对任一固定的 𝑡，物理的规范势在无穷远处趋于零。

电磁势的演化满足如下二阶偏微分方程：

𝛻2𝜑 +
𝜕

𝜕𝑡
𝛻 ⋅ റ𝐴 = −

𝜌

𝜀0

𝛻2 റ𝐴 −
1

𝑐2
𝜕2 റ𝐴

𝜕𝑡2
− 𝛻 𝛻 ⋅ റ𝐴 +

1

𝑐2
𝜕𝜑

𝜕𝑡
= −𝜇0 റ𝐽

亦即

其中， ⊡为 d’Alembert算子：

⊡𝜑 + 𝜕𝑡𝐿 = −
𝜌

𝜀0
, ⊡ റ𝐴 − 𝛻𝐿 = −𝜇0 റ𝐽

⊡≜ 𝛻2 റ𝐴 −
1

𝑐2
𝜕2 റ𝐴

𝜕𝑡2
, 𝐿 ≜ 𝛻 ⋅ റ𝐴 +

1

𝑐2
𝜕𝜑

𝜕𝑡
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1. Coulomb规范下的电磁势方程

若采用Coulomb规范，则规范势方程写为：

 Coulomb规范的特点1：

标量势仅由电荷分布完全决定，

满足静电Poisson方程，

其解具有Coulomb势形式

𝜑 𝑡, റ𝑥 =
1

4𝜋𝜀0
න𝑑𝑉′

𝜌 𝑡, റ𝑥′

ℝ 超距作用？

𝜑 𝑡, റ𝑥

𝜌 𝑡, റ𝑥′ 𝑑𝑉′

𝛻2𝜑 = −
𝜌

𝜀0
, 𝛻2 റ𝐴 −

1

𝑐2
𝜕2 റ𝐴

𝜕𝑡2
= −𝜇0 റ𝐽 +

1

𝑐2
𝜕

𝜕𝑡
𝛻𝜑, 𝛻 ⋅ റ𝐴 = 0
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 Coulomb规范的特点2：

矢量势仅由“横向”电流决定

1

𝑐2
𝛻
𝜕𝜑 𝑡, റ𝑥

𝜕𝑡
=

1

4𝜋𝜀0𝑐
2 𝛻න𝑑𝑉′

𝜕𝑡𝜌 𝑡, റ𝑥′

ℝ

= −𝜇0𝛻
1

4𝜋
න𝑑𝑉′

𝛻′ ⋅ റ𝐽 𝑡, റ𝑥′

ℝ

= 𝜇0 റ𝐽∥ 𝑡, റ𝑥

𝛻2 റ𝐴 −
1

𝑐2
𝜕2 റ𝐴

𝜕𝑡2
= −𝜇0 റ𝐽⊥, 𝛻 ⋅ റ𝐽⊥ = 0
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【例】稳恒电流的矢量势。

【解】由于稳恒电流无源，因而

因此，类比静电势即可得到

റ𝐴 റ𝑥 =
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′
റ𝐽 റ𝑥′

ℝ

𝛻2 റ𝐴 = −𝜇0 റ𝐽, 𝛻 ⋅ റ𝐽 = 0
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2. Lorenz规范下的电磁势方程

若采用 Lorenz 规范 𝐿 = 0，则规范势方程写为：

其中，⊡为 d’Alembert算子：

规范势各自满足的方程称为 d’Alembert方程，

齐次d’Alembert方程即是波动方程。

⊡𝜑 = −
𝜌

𝜀0
, ⊡ റ𝐴 = −𝜇0 റ𝐽, 𝐿 ≜ 𝛻 ⋅ റ𝐴 +

1

𝑐2
𝜕𝜑

𝜕𝑡
= 0

⊡≜ 𝛻2 റ𝐴 −
1

𝑐2
𝜕2 റ𝐴

𝜕𝑡2
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 Lorenz 规范的特点2：

具有明显的 Lorentz 协变性。

 Lorenz 规范的特点1：

电磁势的方程相似而相互独立；

电荷是标势之源，电流是矢势之源。



2023/3/22

6

16

【例】试求匀速运动点电荷的规范势，设

其中， 𝑅 ≜ റ𝑥 − റ𝑣𝑡 = 𝑋𝑖 ො𝑥𝑖。

矢量势只有 𝑥3 分量，且匀速运动意味着

𝜑和 റ𝐴可以写为

⊡𝜑 = −
𝑒

𝜀0
𝛿3 𝑅 , ⊡ റ𝐴 = −

𝑒 റ𝑣

𝜀0𝑐
2 𝛿

3 𝑅

𝜑 = 𝜑 𝑅 , റ𝐴 = റ𝐴 𝑅 =
റ𝑣

𝑐2
𝜑 𝑅

റ𝑥

𝑂

𝑥3

𝑒

റ𝑣𝑡

𝑅

𝜌 𝑡, റ𝑥 = 𝑒𝛿 𝑥1 𝛿 𝑥2 𝛿 𝑥3 − 𝑣𝑡 = 𝑒𝛿3 𝑅

റ𝐽 𝑡, റ𝑥 = 𝑒𝑣𝛿 𝑥1 𝛿 𝑥2 𝛿 𝑥3 − 𝑣𝑡 ො𝑥3 = 𝑒 റ𝑣𝛿3 𝑅

【解】规范势满足方程
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令 റ𝛽 = Τറ𝑣 𝑐， 𝛾 = Τ1 1 − 𝛽2， 𝜑满足方程

做变量变换：

标量势方程写为Poisson方程形式

因此，匀速运动点电荷的规范势为

𝜕2𝜑

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2𝜑

𝜕𝑥3
2 −

1

𝑐2
𝜕2𝜑

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝜑

𝜕𝑋1
2 +

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
2 +

1

𝛾2
𝜕2𝜑

𝜕𝑋3
2 = −

𝑒

𝜀0
𝛿3 𝑅

𝑋1
′ = 𝑋1 = 𝑥1, 𝑋2

′ = 𝑋2 = 𝑥2, 𝑋3
′ = 𝛾𝑋3 = 𝛾 𝑥3 − 𝑣𝑡

𝛻′2𝜑 ≜
𝜕2𝜑

𝜕𝑋1
′2 +

𝜕2𝜑

𝜕𝑋2
′2 +

𝜕2𝜑

𝜕𝑋3
′2 ≜ −

𝛾𝑒

𝜀0
𝛿3 𝑅′

𝜑 =
𝛾𝑒

4𝜋𝜀0𝑅
′ =

𝛾𝑒

4𝜋𝜀0

1

𝑋1
2 + 𝑋2

2 + 𝛾2𝑋3
2

, റ𝐴 =
റ𝑣

𝑐2
𝜑
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电场：

磁场：

𝐸 = −𝛻𝜑 −
𝜕 റ𝐴

𝜕𝑡

= −
𝜕𝜑

𝜕𝑋1
ො𝑥1 −

𝜕𝜑

𝜕𝑋2
ො𝑥2 −

1

𝛾2
𝜕𝜑

𝜕𝑋3
ො𝑥3

𝐸 =
𝛾𝑒

4𝜋𝜀0

𝑋𝑖 ො𝑥𝑖

𝑋1
2 +𝑋2

2 + 𝛾2𝑋3
2 Τ3 2

𝐵 = 𝛻 × റ𝐴

𝐵 =
റ𝑣 × 𝐸

𝑐2

=
റ𝑣

𝑐2
× −𝛻𝜑 −

𝜕 റ𝐴

𝜕𝑡

= −
𝜕𝜑

𝜕𝑥1
ො𝑥1 −

𝜕𝜑

𝜕𝑥2
ො𝑥2 −

𝜕𝜑

𝜕𝑥3
+

𝑣

𝑐2
𝜕𝜑

𝜕𝑡
ො𝑥3

= 𝛻 ×
റ𝑣

𝑐2
𝜑 = 𝛻𝜑 ×

റ𝑣

𝑐2



2023/3/22

7

19

令 𝜃为 𝑅和 റ𝑣的夹角，则

因而，匀速运动点电荷的电磁势可以写为

𝑋1
2 + 𝑋2

2 + 𝛾2𝑋3
2 = 𝑅2 sin2 𝜃 + 𝛾2𝑅2 cos2 𝜃

= 𝛾2𝑅2 1 − 𝛽2 sin2 𝜃

𝜑 =
𝑒

4𝜋𝜀0𝑅

1

1 − 𝛽2 sin2 𝜃
, റ𝐴 =

റ𝑣

𝑐2
𝜑

𝐸 =
𝑒 ෠𝑅

4𝜋𝜀0𝑅
2

1 − 𝛽2

1 − 𝛽2 sin2 𝜃 Τ3 2
, 𝐵 =

റ𝑣 × 𝐸

𝑐2

റ𝑥

𝑂

𝑥3

𝑒

റ𝑣𝑡

𝑅𝜃

电磁场则可以写为

20

റ𝑣

𝐸

റ𝑣

𝐵


