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§5 Dirac‒𝛿函数

2

（2） 𝜹–函数的 𝒏阶导数定义为：

 积分区间可以是包含 𝒙 = 𝒂点的任一区间。

න
−∞

∞

𝛿 𝑛 𝑥 − 𝑎 𝜑 𝑥 𝑑𝑥 = −1 𝑛𝜑 𝑛 𝑎

න
−∞

∞

𝛿 𝑥 − 𝑎 𝜑 𝑥 𝑑𝑥 = 𝜑 𝑎

（1）一维Dirac 𝜹–函数 𝜹 𝒙 − 𝒂 定义为：

对于任意行为良好的函数𝜑 𝑥 ，都有

3

 两个分布 𝐷1 𝑥 和 𝐷2 𝑥 相等，等价于说，它们对于任意

𝜑 𝑥 的作用所得数值是相同的：

 通常的函数 𝑓 𝑥 也可以视为是一个分布 𝐹：

 𝛿 𝑥 − 𝑎 并非通常意义上的函数，数学上将其称为分布。分

布 𝐹是由其对任意行为良好函数 𝜑 𝑥 的作用 𝐹 𝜑 定义的。

 分布的导数 𝜕𝑥𝐹仍是一个分布，其定义为

𝜕𝑥𝐹 𝜑 ≜ −𝐹 𝜕𝑥𝜑

𝐹 𝜑 ≜ න
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝜑 𝑥 𝑑𝑥

𝐷1 𝑥 = 𝐷2 𝑥 ⟺ න
−∞

∞

𝐷1 𝑥 𝜑 𝑥 𝑑𝑥 = න
−∞

∞

𝐷2 𝑥 𝜑 𝑥 𝑑𝑥
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1. 基本性质

 量纲： 𝛿 𝑥 = Τ1 𝑥

 若 𝑓 𝑥 只有简单零点 𝑥𝑛 ，即 𝑓 𝑥𝑛 = 0但 𝑓′ 𝑥𝑛 ≠ 0，则

 𝑓 𝑥 𝛿 𝑥 − 𝑎 = 𝑓 𝑎 𝛿 𝑥 − 𝑎

 𝑥𝛿 𝑥 = 0, 𝑥2𝛿 𝑥 = 0, 𝑥𝛿′ 𝑥 = −𝛿 𝑥

𝛿 𝑓 𝑥 =෍

𝑛

𝛿 𝑥 − 𝑥𝑛
𝑓′ 𝑥𝑛

5

【例】 𝒂 ≠ 𝟎

【例】 𝒂 ≠ 𝟎

𝛿 𝑥2 − 𝑎2 =
1

2 𝑎
𝛿 𝑥 + 𝑎 + 𝛿 𝑥 − 𝑎

𝛿 𝑎𝑥 =
1

𝑎
𝛿 𝑥 ⟹ 𝛿 −𝑥 = 𝛿 𝑥

6

2. δ–函数的形式定义

 积分区间也可改为包含点𝑥0 的任一区域。

 作为函数， 𝛿–函数在严格数学意义下不合法，但在物理学的

理论表述中很有用。

𝛿 𝑥 − 𝑥0 = 0, when 𝑥 ≠ 𝑥0

න
−∞

∞

𝛿 𝑥 − 𝑥0 𝑑𝑥 = 1
面积为 1

𝛿 𝑥 − 𝑥0

𝑥0 𝑥
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3. δ–函数的另一种定义

可以将 𝛿–函数视为普通函数的极限：

𝛿 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 𝑥 or 𝛿 𝑥 = lim
𝜖→0

𝑓𝜖 𝑥

𝑓1 𝑥

𝑓2 𝑥

𝑓3 𝑥

𝑓1 𝑥

𝑓2 𝑥

𝑓3 𝑥

𝑓𝑛 𝑥 = ቊ
𝑛, 𝑥 ≤ Τ1 2𝑛
0, 𝑥 > Τ1 2𝑛

𝑓𝑛 𝑥 =
𝑛

𝜋
𝑒−𝑛

2𝑥2

8

𝑓𝑛 𝑥 =
sin 𝑛𝑥

𝜋𝑥
𝑓𝜖 𝑥 =

Τ𝜖 𝜋

𝑥2 + 𝜖2

9

4. Heaviside 阶跃函数

 Θ 𝑥 与 𝛿 𝑥 的关系

Θ 𝑥 = ቐ
1, 𝑥 > 0

0, 𝑥 < 0

Θ 𝑥

𝑥
0

1

𝛿 𝑥 =
𝑑Θ 𝑥

𝑑𝑥
and Θ 𝑥 = න

−∞

𝑥

𝛿 𝑦 𝑑𝑦
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5. 符号函数

 Θ 𝑥 与 sgn 𝑥 的关系

sgn 𝑥 =
𝑑 𝑥

𝑑𝑥
= ቐ

+1, 𝑥 > 0

−1, 𝑥 < 0

sgn 𝑥 = 2Θ 𝑥 − 1

sgn 𝑥

𝑥

−1

0

1

11

（2）𝜹–函数的 𝒏阶导数定义为：

න𝜑 റ𝑥 𝜕𝑖𝛿
3 റ𝑥 − റ𝑎 𝑑3𝑥 = −

𝜕𝜑 റ𝑎

𝜕𝑎𝑖

𝛿3 റ𝑥 − റ𝑎 = 𝛿 𝑥1 − 𝑎1 𝛿 𝑥2 − 𝑎2 𝛿 𝑥3 − 𝑎3

න
𝑉

𝜑 റ𝑥 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑎 𝑑3𝑥 = ቊ
𝜑 റ𝑎 , റ𝑎 ∈ 𝑉

0, റ𝑎 ∉ 𝑉

（1）三维Dirac 𝜹–函数 𝜹𝟑 𝒙 − 𝒂 定义为：

即对于任意行为良好的函数 𝜑 റ𝑥 ，都有

12

1. 基本性质

 量纲： 𝛿3 റ𝑥 = Τ1 𝐿3

 若 റ𝑓 റ𝑥 仅有一个简单零点 റ𝑎，则

 𝑓 റ𝑥 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑎 = 𝑓 റ𝑎 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑎

 𝑥𝑖𝛿
3 റ𝑥 = 0, 𝑥𝑖𝑥𝑗𝛿

3 റ𝑥 = 0, 𝑥𝑖𝜕𝑗𝛿
3 റ𝑥 = −𝛿𝑖𝑗𝛿

3 റ𝑥

𝛿3 റ𝑓 റ𝑥 =
𝛿3 റ𝑥 − റ𝑎

det 𝜕𝑖𝑓𝑗 റ𝑎
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2. 电荷分布的体密度

 点电荷体密度（位于原点处： റ𝑥 = 0）

 面电荷体密度（位于 𝑥1𝑥2 平面内：𝑥3 = 0）

 线电荷体密度（位于 𝑥3 轴上：𝑥1 = 𝑥2 = 0）

𝜌 റ𝑥 = 𝑒𝛿3 റ𝑥 = 𝑒𝛿 𝑥1 𝛿 𝑥2 𝛿 𝑥3

𝜌 റ𝑥 = 𝜆 𝑥3 𝛿 𝑥1 𝛿 𝑥2

𝜌 റ𝑥 = 𝜎 𝑥1, 𝑥2 𝛿 𝑥3

14

3. 正交曲线坐标系下的Dirac δ–函数

对于任一行为良好函数𝜑 റ𝑥 ，按照定义

但是，我们又有

由以上两个关系得到

න𝜑 റ𝑥 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ 𝑑3𝑥 = 𝜑 റ𝑥′ = 𝜑 𝑢1
′ , 𝑢2

′ , 𝑢3
′

= න𝜑 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 𝛿 𝑢1 − 𝑢1
′ 𝛿 𝑢2 − 𝑢2

′ 𝛿 𝑢3 − 𝑢3
′ 𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3

න𝜑 റ𝑥 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ 𝑑3𝑥 = න𝜑 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 𝛿
3 റ𝑥 − റ𝑥′ ℎ1ℎ2ℎ3𝑑𝑢1𝑑𝑢2𝑑𝑢3

𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ =
1

ℎ1ℎ2ℎ3
𝛿 𝑢1 − 𝑢1

′ 𝛿 𝑢2 − 𝑢2
′ 𝛿 𝑢3 − 𝑢3

′

15

 柱坐标系：

 球坐标系：

𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ =
1

𝑠
𝛿 𝑠 − 𝑠′ 𝛿 𝜙 − 𝜙′ 𝛿 𝑧 − 𝑧′

𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ =
1

𝑟2 sin 𝜃
𝛿 𝑟 − 𝑟′ 𝛿 𝜃 − 𝜃′ 𝛿 𝜙 −𝜙′

=
1

𝑟2
𝛿 𝑟 − 𝑟′ 𝛿 cos 𝜃 − cos 𝜃′ 𝛿 𝜙 − 𝜙′
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4. 平方反比矢量场

 旋度。由前面的例子知道

න
𝑉

𝑑𝑉 𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
= 0 = ර

Σ

𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
, ∀Σ, 𝑉

𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
= 0

 散度。由前面的例子知道

由此得到：

න
𝑉

𝑑𝑉 𝛻 ⋅
Ƹ𝑟

𝑟2
= ቐ

4𝜋, 𝑂 ∈ 𝑉

0, 𝑂 ∉ 𝑉

𝛻 ⋅
Ƹ𝑟

𝑟2
= 4𝜋𝛿3 റ𝑥

由此得到：

17

 梯度

（1）如果 റ𝑥 ≠ 0，则有

𝛻
Ƹ𝑟

𝑟2
= 𝛻

റ𝑥

𝑟3
= 𝛻

1

𝑟3
റ𝑥 +

1

𝑟3
𝛻 റ𝑥

=
−3 Ƹ𝑟

𝑟4
റ𝑥 +

1

𝑟3
ി𝐼

⟹ 𝛻
Ƹ𝑟

𝑟2
=
ി𝐼 − 3 Ƹ𝑟 Ƹ𝑟

𝑟3
, റ𝑥 ≠ 0

18

（2）为了解 റ𝑥 = 0 点的性质，在包含原点的小球形区域内积分：

由对称性可知，𝑇𝑖𝑗 = 𝐶𝛿𝑖𝑗。

其中，球面的面元

因此，

ി𝑇 ≜ න
𝑟<𝜖

𝑑𝑉 𝛻
Ƹ𝑟

𝑟2
= ර

𝑟=𝜖

𝑑 റ𝜎
Ƹ𝑟

𝑟2

𝑑 റ𝜎 = 𝑟2𝑑Ω Ƹ𝑟, Ƹ𝑟 = 𝑛𝑖 ො𝑥𝑖

ി𝑇 = ර Ƹ𝑟 Ƹ𝑟𝑑Ω , 𝑇𝑖𝑗 = ර𝑛𝑖𝑛𝑗𝑑Ω
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由于 𝑇𝑖𝑖 = 𝐶𝛿𝑖𝑖 = 3𝐶，且

因此， 𝐶 = Τ4𝜋 3。从而

（3）综上得到：

𝑇𝑖𝑖 = ර𝑛𝑖𝑛𝑖𝑑Ω = ර𝑑Ω = 4𝜋

ി𝑇 ≜ න
𝑟<𝜖

𝑑𝑉 𝛻
Ƹ𝑟

𝑟2
=
4𝜋

3
ി𝐼

𝛻
Ƹ𝑟

𝑟2
=
ി𝐼 − 3 Ƹ𝑟 Ƹ𝑟

𝑟3
+
4𝜋𝛿3 റ𝑥

3
ി𝐼

20

在分布意义上理解 Τ𝒙𝒋 𝒓𝟑 的导数

𝜕𝑖
𝑥𝑗
𝑟3

𝜑 ≜ −
𝑥𝑗
𝑟3

𝜕𝑖𝜑 = −න
𝑥𝑗
𝑟3
𝜕𝑖𝜑𝑑

3𝑥

= lim
𝜖→0

න
𝑟>𝜖

𝜕𝑖
𝑥𝑗
𝑟3

𝜑 − 𝜕𝑖
𝑥𝑗
𝑟3
𝜑 𝑑3𝑥

= lim
𝜖→0

න
𝑟>𝜖

1

𝑟3
𝛿𝑖𝑗 −

3𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑟2

𝜑𝑑3𝑥 +ර
𝑟=𝜖

𝑛𝑖𝑛𝑗𝜑𝑑Ω

= න
1

𝑟3
𝛿𝑖𝑗 −

3𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑟2

𝜑𝑑3𝑥 +
4𝜋

3
𝛿𝑖𝑗 𝜑 0

= − lim
𝜖→0

න
𝑟>𝜖

𝑥𝑗
𝑟3
𝜕𝑖𝜑𝑑

3𝑥
න
4𝜋

3
𝛿𝑖𝑗𝛿 റ𝑥 𝜑𝑑3𝑥

21

因此

由此又可给出旋度和散度：

亦即

𝜕𝑖
𝑥𝑗
𝑟3

=
1

𝑟3
𝛿𝑖𝑗 −

3𝑥𝑗𝑥𝑗
𝑟2

+
4𝜋

3
𝛿𝑖𝑗𝛿

3 റ𝑥

𝛻
Ƹ𝑟

𝑟2
=
ി𝐼 − 3 Ƹ𝑟 Ƹ𝑟

𝑟3
+
4𝜋𝛿3 റ𝑥

3
ി𝐼

𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
𝑘

= 𝜀𝑘𝑖𝑗𝜕𝑖
𝑥𝑗
𝑟3

= 0, 𝛻 ⋅
Ƹ𝑟

𝑟2
= 𝜕𝑖

𝑥𝑖
𝑟3

= 4𝜋𝛿3 റ𝑥
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在分布意义上理解 Τ𝟏 𝒓的梯度

𝜕𝑖
1

𝑟
𝜑 ≜ −

1

𝑟
𝜕𝑖𝜑 = −න

1

𝑟
𝜕𝑖𝜑𝑑

3𝑥 = − lim
𝜖→0

න
𝑟>𝜖

1

𝑟
𝜕𝑖𝜑𝑑

3𝑥

= lim
𝜖→0

න
𝑟>𝜖

𝜕𝑖
1

𝑟
𝜑 − 𝜕𝑖

1

𝑟
𝜑 𝑑3𝑥

= lim
𝜖→0

න
𝑟>𝜖

−
𝑥𝑖
𝑟3

𝜑𝑑3𝑥 + 𝜖ර
𝑟=𝜖

𝑛𝑖𝜑𝑑Ω

= න −
𝑥𝑖
𝑟3

𝜑𝑑3𝑥

⟹ 𝜕𝑖
1

𝑟
= −

𝑥𝑖
𝑟3

⟺ 𝛻
1

𝑟
= −

Ƹ𝑟

𝑟2

23

综上，对于平方反比矢量场，我们给出如下的结论：

由此易得

𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
= 0, 𝛻 ⋅

Ƹ𝑟

𝑟2
= 4𝜋𝛿3 റ𝑥

𝛻
1

𝑟
= −

Ƹ𝑟

𝑟2
, 𝛻2

1

𝑟
= −4𝜋𝛿3 റ𝑥

𝛻
1

ℝ
= −

෡ℝ

ℝ2 , 𝛻2
1

ℝ
= −4𝜋𝛿3 ℝ

𝛻 ×
෡ℝ

ℝ2 = 0, 𝛻 ⋅
෡ℝ

ℝ2 = 4𝜋𝛿3 ℝ

24

【例】试由BSL定理证明静磁场的Ampere环路定理和Gauss定理

【证明】（Gauss定理）

因此

𝐵 റ𝑥 =
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′
റ𝐽 റ𝑥′ × ෡ℝ

ℝ2 , 𝛻 ⋅ റ𝐽 റ𝑥 = 0

𝛻 ⋅ 𝐵 റ𝑥 =
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′ 𝛻 ⋅
റ𝐽 റ𝑥′ × ෡ℝ

ℝ2

= −
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′ റ𝐽 റ𝑥′ ⋅ 𝛻 ×
෡ℝ

ℝ2

𝛻 ⋅ 𝐵 റ𝑥 = 0, ∀ റ𝑥
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（Ampere 环路定理）

右边第一个积分给出 𝜇0 റ𝐽 റ𝑥 ，下面证明第二个积分等于零。

𝛻 × 𝐵 റ𝑥 =
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′ 𝛻 ×
റ𝐽 റ𝑥′ × ෡ℝ

ℝ2

=
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′ 𝛻 ⋅
෡ℝ

ℝ2
റ𝐽 റ𝑥′ − റ𝐽 റ𝑥′ ⋅ 𝛻

෡ℝ

ℝ2

=
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′ 4𝜋𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′ റ𝐽 റ𝑥′ + റ𝐽 റ𝑥′ ⋅ 𝛻′
෡ℝ

ℝ2

26

由于稳恒条件 𝛻′ ⋅ റ𝐽 റ𝑥′ = 0，右边第二个积分为零。因此

由于电流是局域的，没有电流由边界流进/出，所以

因此

න𝑑𝑉′ റ𝐽 റ𝑥′ ⋅ 𝛻′
෡ℝ

ℝ2 = න𝑑𝑉′ 𝛻′ ⋅
റ𝐽 റ𝑥′ ෡ℝ

ℝ2 −න𝑑𝑉′ 𝛻′ ⋅ റ𝐽 റ𝑥′
෡ℝ

ℝ2

න𝑑𝑉′ റ𝐽 റ𝑥′ ⋅ 𝛻′
෡ℝ

ℝ2 = ර𝑑 റ𝜎′ ⋅
റ𝐽 റ𝑥′ ෡ℝ

ℝ2

න𝑑𝑉′ റ𝐽 റ𝑥′ ⋅ 𝛻′
෡ℝ

ℝ2 = 0

𝛻 × 𝐵 റ𝑥 = 𝜇0 റ𝐽 റ𝑥 , ∀ റ𝑥

27

【思考】试计算静电场的散度和旋度：

𝐸 റ𝑥 =
1

4𝜋𝜀0
න𝑑𝑉′

𝜌 റ𝑥′ ෡ℝ

ℝ2

𝑒

𝑅

റ𝑥റ𝑣𝑡

𝑧

𝜃

𝑂

【思考】以速度 റ𝑣 = 𝑐 റ𝛽 做匀速直线运动的点电荷 𝑒 激发的电磁

场可以在球坐标系中表示为：

其中，𝑅 = റ𝑥 − റ𝑣𝑡，而 𝜃是 𝑅与 റ𝛽的夹角。

试证明其满足Maxwell方程组。

𝐸 𝑡, റ𝑥 =
𝑒𝑅

4𝜋𝜀0𝑅
3

1 − 𝛽2

1 − 𝛽2 sin2 𝜃 Τ3 2

𝐵 𝑡, റ𝑥 =
റ𝛽 × 𝐸 𝑡, റ𝑥

𝑐
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§6 亥姆霍兹定理

29

 റ𝐹 റ𝑟 为区域 𝑉内的保守场是指，对 𝑉内的任一闭曲线 𝐶 有

ර
𝐶

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 = 0

 റ𝐹 റ𝑟 为区域 𝑉 内的保守场，等价于说，

对 𝑉内任意两个给定端点

න
1

2

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 与路径无关

⟹ න
1

2

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 = 𝑉 1,2

𝐶

1

2

𝑃

1

2

= 𝑉 1, 𝑃 + 𝑉 𝑃, 2

= 𝑉 1, 𝑃 − 𝑉 2, 𝑃

30

定义𝜑 റ𝑟 = 𝑉 റ𝑟, 𝑃 = −𝑉 𝑃, റ𝑟 ，其中 𝑃称为参考点，即有

𝜑 റ𝑟 ≜ −න
𝑃

റ𝑟

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙

𝑃

റ𝑟 റ𝐹 റ𝑟 为区域 𝑉内的保守场，等价于说

存在标量场 𝜑 റ𝑟 ，使得 റ𝐹 = −𝛻𝜑。

其中，𝜑 റ𝑟 称为 റ𝐹的标量势。

 原则上，参考点可以任意选择。

选择不同的参考点，标量势相差一个常数。

𝜑′ റ𝑟 = 𝑉 റ𝑟, 𝑃′ = 𝑉 റ𝑟, 𝑃 + 𝑉 𝑃, 𝑃′ = 𝜑 റ𝑟 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

⟹ 𝑑𝜑 = − റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙

其中 𝑑𝜑 = 𝜑 റ𝑟 + 𝑑റ𝑙 − 𝜑 റ𝑟 。注意到 𝑑𝜑 = 𝛻𝜑 ⋅ 𝑑റ𝑙，有
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 根据斯托克斯定理，区域𝑉内的保守场必为无旋场，即

ර
𝐶

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 = 0 ⟹ 𝛻 × റ𝐹 = 0

 区域 𝑉内的无旋场是否必为保守场？

𝛻 × റ𝐹 = 0 ⟹ ර
𝐶

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 = 0

若 𝑉 =全空间，确实如此！但是，⋯⋯

32

 若 𝑉 =挖掉无限长柱的三维空间，或挖掉圆盘的二维平面

𝐶0

ර
𝐶0

𝑑റ𝑙 ⋅ റ𝐹 = 0 and ර
𝐶1+𝐶2

𝑑റ𝑙 ⋅ റ𝐹 = 0

根据斯托克斯定理，由 𝛻 × റ𝐹 = 0可推知

但是，不能得到

ර
𝐶1

𝑑റ𝑙 ⋅ റ𝐹 = 0 and ර
𝐶2

𝑑റ𝑙 ⋅ റ𝐹 = 0

𝐶1

𝐶2洞

33

 若区域 𝑉 是单连通的（即 𝑉 内任一闭曲线都可连续地收缩

为一点），则区域 𝑉内的无旋场必为保守场。
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 若区域 𝑉是单连通的，则以下表述等价：

（1） 𝑉内每一点处 𝛻 × റ𝐹 = 0

（3）对于 𝑉内任意给定的两端点，׬𝑃
𝑄 റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙与路径无关

（2）对于 𝑉内任意闭曲线，ׯ റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙 = 0

（4） റ𝐹等于某个标量场 𝜑的梯度， റ𝐹 = −𝛻𝜑

注：无论区域 𝑉是否是单连通的，

表述（2）、（3）、（4）总是等价的。

35

区域 𝑉内散度处处为零的矢量场 റ𝐹称为区域 𝑽内的无源场。

𝛻 ⋅ റ𝐹 റ𝑟 = 0, ∀റ𝑟 ∈ 𝑉

 区域 𝑉可收缩系指：𝑉内任一闭曲面都可连续收缩为一点

36

 若区域 𝑉是可收缩的，则以下表述等价：

（1） 𝑉内每一点处 𝛻 ⋅ റ𝐹 = 0

（3）对于 𝑉内任意给定的闭曲线𝐶，׭𝑆
റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆与曲面无关

（2）对于 𝑉内任意闭曲面，װ റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆 = 0

（4） റ𝐹等于某个矢量场 റ𝐴的旋度， റ𝐹 = 𝛻 × റ𝐴

注：无论区域 𝑉是否是可收缩的，

表述（2）、（3）、（4）总是等价的。

𝑆1

𝑆2

ො𝑛

𝐶

ො𝑛

 റ𝐴称为 റ𝐹的矢量势。矢量势具有不确定性：

റ𝐴′ റ𝑥 = റ𝐴 റ𝑥 + 𝛻𝜓 റ𝑥
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 无旋场分量满足：

 无源场分量满足：

任一给定的矢量场 റ𝐹 都可分解为

一个无旋场 റ𝐹∥与一个无源场 റ𝐹⊥之和

റ𝐹 = റ𝐹∥ + റ𝐹⊥ = −𝛻𝜑 + 𝛻 × റ𝐴

𝛻 × റ𝐹∥ റ𝑥 = 0, 𝛻 ⋅ റ𝐹∥ റ𝑥 = 𝛻 ⋅ റ𝐹 റ𝑥 ≜ 𝐷 റ𝑥

𝛻 ⋅ റ𝐹⊥ റ𝑥 = 0, 𝛻 × റ𝐹⊥ റ𝑥 = 𝛻 × റ𝐹 റ𝑥 ≜ റ𝐶 റ𝑥

38

【证明】（1）

对于任意给定的标量函数𝐷 റ𝑥 ，此方程有无穷多解。

（2）

对于任意给定的矢量函数 റ𝐶 റ𝑥 ，此方程有无穷多解。

⟹ റ𝐹∥ = −𝛻𝜑𝛻 × റ𝐹∥ = 0

𝛻 ⋅ റ𝐹∥ = 𝐷

𝛻 ⋅ റ𝐹⊥ = 0

𝛻 × റ𝐹⊥ = റ𝐶

⟹ 𝛻2𝜑 = −𝐷

⟹ റ𝐹⊥ = 𝛻 × റ𝐴

⟹ 𝛻 𝛻 ⋅ റ𝐴 − 𝛻2 റ𝐴 = റ𝐶

39

𝛻 ⋅ റ𝐹 റ𝑥 = 𝐷 റ𝑥 , 𝛻 × റ𝐹 റ𝑥 = റ𝐶 റ𝑥

റ𝐹 റ𝑥 = −𝛻𝜑 റ𝑥 + 𝛻 × റ𝐴 റ𝑥

= −𝛻
1

4𝜋
න𝑑𝑉′

𝐷 റ𝑥′

ℝ
+ 𝛻 ×

1

4𝜋
න𝑑𝑉′

റ𝐶 റ𝑥′

ℝ

若已知矢量场 റ𝐹 റ𝑥 的散度和旋度：

则矢量场 റ𝐹 റ𝑥 唯一确定，且可表示为

设 𝑟 ⟶ ∞ 时， 𝑟 റ𝐹 റ𝑥 ⟶ 0，从而 𝑟2𝐷 റ𝑥 , 𝑟2 റ𝐶 റ𝑥 ⟶ 0。
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则 റ𝐹 ≜ റ𝐹1 − റ𝐹2满足方程

令 𝜑 = 𝐹𝑘 为 റ𝐹的某个笛卡尔分量，由Green Ⅲ得到

【证明】（唯一性）设有两个解 റ𝐹1和 റ𝐹2 均满足

𝛻 ⋅ റ𝐹1 = 𝐷 = 𝛻 ⋅ റ𝐹2, 𝛻 × റ𝐹1 = റ𝐶 = 𝛻 × റ𝐹2

𝛻 ⋅ റ𝐹 = 0, 𝛻 × റ𝐹 = 0

න𝑑𝑉 𝛻𝜑 2 = න𝑑𝑉 𝜑𝛻2𝜑 + 𝛻𝜑 2 = ර𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝜑𝛻𝜑 = 0

⟹ 𝛻 × 𝛻 × റ𝐹 = 𝛻 𝛻 ⋅ റ𝐹 − 𝛻2 റ𝐹 = −𝛻2 റ𝐹 = 0

⟹ 𝛻𝜑 = 0 ⟹ 𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ≡ 0 ⟹ റ𝐹1 = റ𝐹2

41

（存在性）

റ𝐹 റ𝑥 = න𝑑𝑉′ റ𝐹 റ𝑥′ 𝛿3 റ𝑥 − റ𝑥′

= −
1

4𝜋
න𝑑𝑉′ റ𝐹 റ𝑥′ 𝛻2

1

ℝ

= −
1

4𝜋
න𝑑𝑉′ 𝛻2

റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

= −
1

4𝜋
න𝑑𝑉′ 𝛻 𝛻 ⋅

റ𝐹 റ𝑥′

ℝ
− 𝛻 × 𝛻 ×

റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

⟹ റ𝐹 റ𝑥 = −
1

4𝜋
𝛻න𝑑𝑉′ 𝛻 ⋅

റ𝐹 റ𝑥′

ℝ
+

1

4𝜋
𝛻 ×න𝑑𝑉′ 𝛻 ×

റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

42

由于

所以

𝛻 ⋅
റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

𝛻 ×
റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

റ𝐹 റ𝑥 = −
1

4𝜋
𝛻න𝑑𝑉′

𝐷 റ𝑥′

ℝ
+

1

4𝜋
𝛻 ×න𝑑𝑉′

റ𝐶 റ𝑥′

ℝ

+
1

4𝜋
𝛻ර𝑑 റ𝜎′ ⋅

റ𝐹 റ𝑥′

ℝ
−

1

4𝜋
𝛻 ×ර𝑑 റ𝜎′ ×

റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

= −𝛻′ ⋅
റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

= −𝛻′ ×
റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

= −𝛻′ ⋅
റ𝐹 റ𝑥′

ℝ
+
𝐷 റ𝑥′

ℝ

= −𝛻′ ×
റ𝐹 റ𝑥′

ℝ
+

റ𝐶 റ𝑥′

ℝ

+
𝛻′ ⋅ റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

+
𝛻′ × റ𝐹 റ𝑥′

ℝ
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由于当 𝑟 ⟶ ∞时， 𝑟 റ𝐹 റ𝑥 ⟶ 0，所以，两个面积分等于零。并

且当 𝑟 ⟶ ∞时，𝑟2𝐷 റ𝑥 , 𝑟2 റ𝐶 റ𝑥 ⟶ 0，所以两个体积分收敛。

因此得到

റ𝐹 റ𝑥 = −
1

4𝜋
𝛻න𝑑𝑉′

𝐷 റ𝑥′

ℝ
+

1

4𝜋
𝛻 ×න𝑑𝑉′

റ𝐶 റ𝑥′

ℝ

+
1

4𝜋
𝛻ර𝑑 റ𝜎′ ⋅

റ𝐹 റ𝑥′

ℝ
−

1

4𝜋
𝛻 ×ර𝑑 റ𝜎′ ×

റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

റ𝐹 റ𝑥 = −
1

4𝜋
𝛻න𝑑𝑉′

𝐷 റ𝑥′

ℝ
+

1

4𝜋
𝛻 ×න𝑑𝑉′

റ𝐶 റ𝑥′

ℝ

= −
1

4𝜋
𝛻න𝑑𝑉′

𝛻′ ⋅ റ𝐹 റ𝑥′

ℝ
+

1

4𝜋
𝛻 ×න𝑑𝑉′

𝛻′ × റ𝐹 റ𝑥′

ℝ

44

【例】已知静磁场满足方程

试求静磁场的分布。设电流分布在有限区域。

【解】由Helmholtz定理

𝛻 ⋅ 𝐵 റ𝑥 = 0, 𝛻 × 𝐵 റ𝑥 = 𝜇0 റ𝐽 റ𝑥

𝐵 റ𝑥 = −
1

4𝜋
𝛻න𝑑𝑉′

𝛻′ ⋅ 𝐵 റ𝑥′

ℝ
+

1

4𝜋
𝛻 ×න𝑑𝑉′

𝛻′ × 𝐵 റ𝑥′

ℝ

= 𝛻 ×
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′
റ𝐽 റ𝑥′

ℝ
=
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′ 𝛻 ×
റ𝐽 റ𝑥′

ℝ

=
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′ 𝛻
1

ℝ
× റ𝐽 റ𝑥′ =

𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′ −
෡ℝ

ℝ2 × റ𝐽 റ𝑥′

⟹ 𝐵 റ𝑥 =
𝜇0
4𝜋

න𝑑𝑉′
റ𝐽 റ𝑥′ × ෡ℝ

ℝ2

45

【思考】已知静电场满足方程

试求静电场的分布。设电荷分布在有限区域。

𝛻 ⋅ 𝐸 റ𝑥 =
𝜌 റ𝑥

𝜀0
, 𝛻 × 𝐸 റ𝑥 = 0
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谢谢！


