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§2 场的导数
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在直角坐标系下，定义

 标量场的梯度：𝛻𝜑 ≜ 𝜕𝑖𝜑 ො𝑥𝑖

 矢量场的梯度：𝛻 റ𝑓 ≜ 𝜕𝑖𝑓𝑗 ො𝑥𝑖 ො𝑥𝑗

 张量场的散度：𝛻 ⋅ ി𝑇 ≜ 𝜕𝑗𝑇𝑗𝑖 ො𝑥𝑖

𝛻 ⋅ ി𝑇 ≜ ො𝑥𝑖𝜕𝑖 ⋅ 𝑇𝑗𝑘 ො𝑥𝑗 ො𝑥𝑘 = 𝜕𝑖𝑇𝑗𝑘 ො𝑥𝑖 ⋅ ො𝑥𝑗 ො𝑥𝑘

= 𝜕𝑖𝑇𝑗𝑘 𝛿𝑖𝑗 ො𝑥𝑘 = 𝜕𝑖𝑇𝑖𝑘 ො𝑥𝑘

矢量场的散度：𝛻 ⋅ റ𝑓 ≜ 𝜕𝑖𝑓𝑖

矢量场的旋度：𝛻 × റ𝑓 ≜ 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜕𝑗𝑓𝑘 ො𝑥𝑖

3

【例】试求 𝑟 = റ𝑥 的梯度以及 റ𝑥的梯度、散度和旋度。

【解】𝑟 = 𝑥𝑘𝑥𝑘
𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖
=

1

2𝑟

𝜕 𝑥𝑘𝑥𝑘
𝜕𝑥𝑖

=
2𝑥𝑘𝛿𝑖𝑘
2𝑟

=
2𝑥𝑖
2𝑟

𝛻𝑟 =
𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑖
ො𝑥𝑖 =

𝑥𝑖 ො𝑥𝑖
𝑟

=
റ𝑥

𝑟

𝛻𝑟 = Ƹ𝑟

റ𝑥 = 𝑥𝑘 ො𝑥𝑘 𝛻 റ𝑥 = 𝜕𝑖𝑥𝑘 ො𝑥𝑖 ො𝑥𝑘 = 𝛿𝑖𝑘 ො𝑥𝑖 ො𝑥𝑘 = ො𝑥𝑖 ො𝑥𝑖

𝛻 റ𝑥 = ി𝐼

𝛻 ⋅ റ𝑥 = trി𝐼 = 3, 𝛻 × റ𝑥 = 0



2024/2/29

2

4

1. 莱布尼兹法则

𝛻 𝜑𝜓 = 𝛻𝜑 𝜓 +𝜑 𝛻𝜓

𝛻 റ𝑓 ⋅ റ𝑔 = റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔 + റ𝑔 ⋅ 𝛻 റ𝑓 + റ𝑓 × 𝛻 × റ𝑔 + റ𝑔 × 𝛻 × റ𝑓

𝛻 𝜑 റ𝑓 = 𝛻𝜑 റ𝑓 + 𝜑 𝛻 റ𝑓

𝛻 ⋅ 𝜑 റ𝑓 = 𝛻𝜑 ⋅ റ𝑓 + 𝜑 𝛻 ⋅ റ𝑓

𝛻 × 𝜑 റ𝑓 = 𝛻𝜑 × റ𝑓 + 𝜑 𝛻 × റ𝑓

𝛻 റ𝑓 × റ𝑔 = 𝛻 റ𝑓 × റ𝑔 − 𝛻 റ𝑔 × റ𝑓

𝛻 ⋅ റ𝑓 × റ𝑔 = 𝛻 × റ𝑓 ⋅ റ𝑔 − 𝛻 × റ𝑔 ⋅ റ𝑓

𝛻 × റ𝑓 × റ𝑔 = 𝛻 ⋅ റ𝑔 + റ𝑔 ⋅ 𝛻 റ𝑓 − 𝛻 ⋅ റ𝑓 + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔

5

【例】证明 𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 = 𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔。

【证明1】（下标法）：

（定义展开）

（莱布尼兹法则）

（定义还原）

（定义还原）

𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔
𝑘
= 𝜕𝑖 𝑓𝑖𝑔𝑘

= 𝜕𝑖𝑓𝑖 𝑔𝑘 + 𝑓𝑖 𝜕𝑖𝑔𝑘

= 𝛻 ⋅ റ𝑓 𝑔𝑘 + റ𝑓 ⋅ 𝛻 𝑔𝑘

= 𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔+ റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔
𝑘

6

或者

𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 = ො𝑥𝑖𝜕𝑖 ⋅ 𝑓𝑗𝑔𝑘 ො𝑥𝑗 ො𝑥𝑘

= 𝜕𝑖 𝑓𝑗𝑔𝑘 ො𝑥𝑖 ⋅ ො𝑥𝑗 ො𝑥𝑘

= 𝜕𝑖𝑓𝑗 𝑔𝑘 + 𝑓𝑗 𝜕𝑖𝑔𝑘 𝛿𝑖𝑗 ො𝑥𝑘

= 𝜕𝑖𝑓𝑖 𝑔𝑘 + 𝑓𝑖 𝜕𝑖𝑔𝑘 ො𝑥𝑘

= 𝛻 ⋅ റ𝑓 + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔
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【证明2】（符号法）：

（莱布尼兹法则）

（就近点乘）

（去下标）

（就近点乘、交换律）

𝛻𝑔 只作用于 റ𝑔

𝛻𝑓 只作用于 റ𝑓

𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 = 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 + 𝛻𝑔 ⋅ റ𝑓 റ𝑔

= 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 + 𝛻𝑔 ⋅ റ𝑓 റ𝑔

= 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 + റ𝑓 ⋅ 𝛻𝑔 റ𝑔

= 𝛻 ⋅ റ𝑓 + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔

8

【例】证明 𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ = 𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔 ℎ + റ𝑔 റ𝑓 ⋅ 𝛻ℎ 。

【证明】（符号法）：

𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ = 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ + 𝛻𝑔 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ + 𝛻ℎ ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ

= 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ + 𝛻𝑔 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ + 𝛻ℎ ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ

= 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ + റ𝑓 ⋅ 𝛻𝑔 റ𝑔ℎ + റ𝑓 ⋅ 𝛻ℎ റ𝑔ℎ

= 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ + റ𝑓 ⋅ 𝛻𝑔 റ𝑔 ℎ + റ𝑔 റ𝑓 ⋅ 𝛻ℎℎ

= 𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔 ℎ + റ𝑔 റ𝑓 ⋅ 𝛻ℎ

9

【例】证明 𝛻 × റ𝑓 × റ𝑔 = 𝛻 ⋅ റ𝑔 + റ𝑔 ⋅ 𝛻 റ𝑓 − 𝛻 ⋅ റ𝑓 + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔。

【证明】（符号法）：

𝛻 × റ𝑓 × റ𝑔 = 𝛻𝑓 × റ𝑓 × റ𝑔 + 𝛻𝑔 × റ𝑓 × റ𝑔

= 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑔 റ𝑓 − 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 + 𝛻𝑔 ⋅ റ𝑔 റ𝑓 − 𝛻𝑔 ⋅ റ𝑓 റ𝑔

= റ𝑔 ⋅ 𝛻𝑓 റ𝑓 − 𝛻𝑓 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 + 𝛻𝑔 ⋅ റ𝑔 റ𝑓 − റ𝑓 ⋅ 𝛻𝑔 റ𝑔

= 𝛻 ⋅ റ𝑔 + റ𝑔 ⋅ 𝛻 റ𝑓 − 𝛻 ⋅ റ𝑓 + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔

或者

𝛻 × റ𝑓 × റ𝑔 = 𝛻 ⋅ റ𝑔 റ𝑓 − റ𝑓 റ𝑔

= 𝛻 ⋅ റ𝑔 + റ𝑔 ⋅ 𝛻 റ𝑓 − 𝛻 ⋅ റ𝑓 + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔
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【例】证明 റ𝑓 × 𝛻 × റ𝑓 =
1

2
𝛻𝑓2 − റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑓。

【证明】由于（习题1.2）

令 റ𝑔 = റ𝑓 得

或者

𝛻 റ𝑓 ⋅ റ𝑔 = റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔 + റ𝑔 ⋅ 𝛻 റ𝑓 + റ𝑓 × 𝛻 × റ𝑔 + റ𝑔 × 𝛻 × റ𝑓

𝛻𝑓2 = 2 റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑓 + 2 റ𝑓 × 𝛻 × റ𝑓

റ𝑓 × 𝛻 × റ𝑓 =
1

2
𝛻 റ𝑓 ⋅ റ𝑓 − റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑓

⟹ റ𝑓 × 𝛻 × റ𝑓 =
1

2
𝛻𝑓2 − റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑓

11

【例】与张量场有关的几个等式。

由最后一式可得：

𝛻𝜑 = 𝛻 ⋅ 𝜑ി𝐼

𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 = 𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔 + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔

𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ = 𝛻 ⋅ റ𝑓 റ𝑔ℎ + റ𝑓 ⋅ 𝛻 റ𝑔 ℎ + റ𝑔 റ𝑓 ⋅ 𝛻ℎ

𝛻 ⋅ 𝜑ി𝑇 = 𝛻𝜑 ⋅ ി𝑇 + 𝜑 𝛻 ⋅ ി𝑇

12

【例】证明 𝛻 ⋅ ി𝑇 × റ𝑥 = −റ𝑥 × 𝛻 ⋅ ി𝑇 ，其中 ി𝑇为对称张量。

【证明】

𝛻 ⋅ ി𝑇 × റ𝑥 = ො𝑥𝑖𝜕𝑖 ⋅ 𝑇𝑗𝑘 ො𝑥𝑗 ො𝑥𝑘 × 𝑥𝑙 ො𝑥𝑙

= 𝜕𝑖 𝑇𝑗𝑘𝑥𝑙 ො𝑥𝑖 ⋅ ො𝑥𝑗 ො𝑥𝑘 × ො𝑥𝑙

= 𝜕𝑖𝑇𝑗𝑘 𝑥𝑙 + 𝑇𝑗𝑘𝛿𝑖𝑙 𝛿𝑖𝑗 ො𝑥𝑘 × ො𝑥𝑙

= 𝜕𝑖𝑇𝑖𝑘 𝑥𝑙 ො𝑥𝑘 × ො𝑥𝑙 + 𝑇𝑙𝑘 ො𝑥𝑘 × ො𝑥𝑙

= 𝛻 ⋅ ി𝑇 × റ𝑥

= −റ𝑥 × 𝛻 ⋅ ി𝑇
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2. 链式法则

设 𝑡𝑟 = 𝑡𝑟 റ𝑥 ，而标量场 𝜑 = 𝜑 𝑡𝑟 、矢量场 റ𝐴 = റ𝐴 𝑡𝑟 ，则

其中， ሶ𝜑 ≜ Τ𝜕𝜑 𝜕𝑡𝑟，
ሶറ𝐴 ≜ ൗ𝜕 റ𝐴 𝜕𝑡𝑟。

【例】

𝛻𝜑 𝑟 =
𝜕𝜑

𝜕𝑟
Ƹ𝑟, 𝛻 × 𝜑 𝑟 Ƹ𝑟 = 0

𝛻𝜑 𝑡𝑟 = ሶ𝜑𝛻𝑡𝑟

𝛻 റ𝐴 𝑡𝑟 = 𝛻𝑡𝑟
ሶറ𝐴 ≠

ሶറ𝐴𝛻𝑡𝑟

𝛻 ⋅ റ𝐴 𝑡𝑟 = 𝛻𝑡𝑟 ⋅
ሶറ𝐴 =

ሶറ𝐴 ⋅ 𝛻𝑡𝑟

𝛻 × റ𝐴 𝑡𝑟 = 𝛻𝑡𝑟 ×
ሶറ𝐴 = −

ሶറ𝐴 × 𝛻𝑡𝑟

14

三、二阶导数

𝛻 ⋅ 𝛻𝜑

𝛻 × 𝛻𝜑

𝛻 𝛻 ⋅ റ𝐹

𝛻 × 𝛻 × റ𝐹

𝛻 ⋅ 𝛻 × റ𝐹

ℎ × ℎ𝜑 = 0

ℎ ⋅ ℎ × റ𝐹 = 0

ℎ × ℎ × റ𝐹 = ℎ ⋅ റ𝐹 ℎ − ℎ2 റ𝐹

ℎ ⋅ ℎ𝜑 = ℎ2𝜑

= ℎ ℎ ⋅ റ𝐹 − ℎ2 റ𝐹

𝛻 ⟶ ℎ

𝛻 ⟶ ℎ

𝛻 ⟶ ℎ

𝛻 ⟶ ℎ

15

1. 两个恒等式

【两个恒等式】

𝛻 × 𝛻𝜑 𝑥 = 𝜕𝑦 𝛻𝜑 𝑧 − 𝜕𝑧 𝛻𝜑 𝑦

𝛻 × 𝛻𝜑 ≡ 0, 𝛻 ⋅ 𝛻 × റ𝐹 ≡ 0

【定理】如果 𝛻 × റ𝐹 = 0，那么存在 𝜑，使得 റ𝐹 = 𝛻𝜑。

【定理】如果 𝛻 ⋅ റ𝐹 = 0， 那么存在 റ𝐴，使得 റ𝐹 = 𝛻 × റ𝐴。

𝛻 ⋅ 𝛻 × റ𝐹 = 𝜕𝑥 𝛻 × റ𝐹
𝑥
+ 𝜕𝑦 𝛻 × റ𝐹

𝑦
+ 𝜕𝑧 𝛻 × റ𝐹

𝑧

= 𝜕𝑥 𝜕𝑦𝐹𝑧 − 𝜕𝑧𝐹𝑦 + 𝜕𝑦 𝜕𝑧𝐹𝑥 − 𝜕𝑥𝐹𝑧 + 𝜕𝑧 𝜕𝑥𝐹𝑦 − 𝜕𝑦𝐹𝑥

= 𝜕𝑥𝜕𝑦𝐹𝑧 − 𝜕𝑥𝜕𝑧𝐹𝑦 + 𝜕𝑦𝜕𝑧𝐹𝑥 − 𝜕𝑦𝜕𝑥𝐹𝑧 + 𝜕𝑧𝜕𝑥𝐹𝑦 − 𝜕𝑧𝜕𝑦𝐹𝑥

= 0

= 𝜕𝑦𝜕𝑧𝜑 − 𝜕𝑧𝜕𝑦𝜑 = 0
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2. 拉普拉斯算子

梯度场 𝛻𝜑的散度为

𝛻2𝜑 = 𝛻 ⋅ 𝛻𝜑 =
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝜑

𝜕𝑧2

其中，𝛻2称为拉普拉斯算子：

𝛻2 ≜ 𝛻 ⋅ 𝛻 =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

拉普拉斯算子也可作用于矢量场上，得到另一个矢量场：

𝛻2 റ𝐹 ≜ 𝛻2𝐹𝑥 ො𝑥 + 𝛻2𝐹𝑦 ො𝑦 + 𝛻2𝐹𝑧 Ƹ𝑧 =
𝜕2 റ𝐹

𝜕𝑥2
+
𝜕2 റ𝐹

𝜕𝑦2
+
𝜕2 റ𝐹

𝜕𝑧2

 并算子

𝛻𝛻 ≜ ො𝑥𝑖 ො𝑥𝑗𝜕𝑖𝜕𝑗

17

3. 另一个常用的恒等式

𝛻 × 𝛻 × റ𝐹 = 𝛻 𝛻 ⋅ റ𝐹 − 𝛻2 റ𝐹

𝛻 × 𝛻 × റ𝐹
𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦
𝛻 × റ𝐹

𝑧
−

𝜕

𝜕𝑧
𝛻 × റ𝐹

𝑦

=
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
𝐹𝑦 −

𝜕

𝜕𝑦
𝐹𝑥 −

𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑧
𝐹𝑥 −

𝜕

𝜕𝑥
𝐹𝑧

=
𝜕

𝜕𝑥
𝛻 ⋅ റ𝐹 − 𝛻2𝐹𝑥

=
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝐹𝑦 −

𝜕2

𝜕𝑦2
𝐹𝑥 −

𝜕2

𝜕𝑧2
𝐹𝑥 −

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑧
𝐹𝑧

=
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦
𝐹𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝐹𝑧 −

𝜕2

𝜕𝑦2
𝐹𝑥 +

𝜕2

𝜕𝑧2
𝐹𝑥

𝜕

𝜕𝑥
𝐹𝑥 +

𝜕2

𝜕𝑥2
𝐹𝑥 +

18

𝜑 𝑥 + 𝜖 = 𝜑 𝑥 + 𝜖
𝑑𝜑 𝑥

𝑑𝑥
+ 𝜖2

1

2!

𝑑2𝜑 𝑥

𝑑𝑥2
+⋯

= 1+ 𝜖
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝜖2

1

2!

𝑑2

𝑑𝑥2
+⋯ 𝜑 𝑥

= ෍

𝑛=0

∞
𝜖𝑛

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝜑 𝑥

⟹ 𝜑 𝑥 + 𝜖 = exp 𝜖
𝑑

𝑑𝑥
𝜑 𝑥
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2. 标量场的泰勒展开

𝜑 റ𝑥 + റ𝜖 = 𝑒𝜖1𝜕1𝑒𝜖2𝜕2𝑒𝜖3𝜕3𝜑 റ𝑥

= 𝑒𝜖⋅𝛻𝜑 റ𝑥

= 1 + റ𝜖 ⋅ 𝛻 +
1

2!
റ𝜖 ⋅ 𝛻 2 +⋯ 𝜑 റ𝑥

⟹ 𝜑 റ𝑥 + റ𝜖 = 𝑒𝜖⋅𝛻𝜑 റ𝑥

= 1 + റ𝜖 ⋅ 𝛻 +
1

2!
റ𝜖 ⋅ 𝛻 2 +⋯ 𝜑 റ𝑥

= 1 + റ𝜖 ⋅ 𝛻 +
1

2!
റ𝜖 റ𝜖: 𝛻𝛻 +⋯ 𝜑 റ𝑥

20

场点： റ𝑥 = 𝑥𝑖 ො𝑥𝑖 ⟶ 𝛻 = ො𝑥𝑖 Τ𝜕 𝜕𝑥𝑖

源点： റ𝑥′ = 𝑥𝑖
′ ො𝑥𝑖 ⟶ 𝛻′ = ො𝑥𝑖 Τ𝜕 𝜕𝑥𝑖

′

场点相对于源点的位矢：ℝ ≜ റ𝑥 − റ𝑥′

 相对位矢满足的基本关系：

𝛻ℝ = ി𝐼 = −𝛻′ℝ

𝛻 ⋅ ℝ = 3 = −𝛻′ ⋅ ℝ

𝛻 × ℝ = 0 = 𝛻′ ×ℝ

𝛻ℝ = ෡ℝ = −𝛻′ℝ

21

 与相对位矢有关的几个常用关系：

（1） 𝛻𝜑 ℝ = −𝛻′𝜑 ℝ , 𝛻𝜑 ℝ = 𝜑′ ℝ ෡ℝ.

（3）
1

ℝ
=

1

റ𝑥 − റ𝑥′
= 𝑒− റ𝑥′⋅𝛻

1

𝑟

（2）

𝛻 റ𝐴 ℝ = 𝛻ℝ റ𝐴′ = ෡ℝ റ𝐴′

𝛻 ⋅ റ𝐴 ℝ = 𝛻ℝ ⋅ റ𝐴′= ෡ℝ ⋅ റ𝐴′

𝛻 × റ𝐴 ℝ = 𝛻ℝ × റ𝐴′= ෡ℝ × റ𝐴′

= 1− റ𝑥′ ⋅ 𝛻 +
1

2!
റ𝑥′ റ𝑥′: 𝛻𝛻 +⋯

1

𝑟
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𝑑𝜑 റ𝑟 = 𝛻𝜑 ⋅ 𝑑റ𝑙

𝛻 ⋅ റ𝐹 ≜ lim
𝑉→0

1

𝑉
඾
𝜕𝑉

റ𝐹 ⋅ 𝑑 റ𝑆

ො𝑛 ⋅ 𝛻 × റ𝐹 ≜ lim
𝑆→0

1

𝑆
ර
𝜕𝑆

റ𝐹 ⋅ 𝑑റ𝑙

与坐标系无关的梯度定义：

与坐标系无关的散度定义（闭曲面以外法向为正方向）：

与坐标系无关的旋度定义（ො𝑛为 𝑆的法向，开曲面的法向 ො𝑛与

其边界绕行方向满足右手法则）：

𝑆

𝜕𝑆

ො𝑛

𝜕𝑉
𝑉

𝑑റ𝑙

23

§3 场积分的基本定理

24

【推论】标量场的梯度在闭曲线上的积分为零，即

标量场的梯度在曲线 𝐿上的积分

由其在边界 𝜕𝐿 = 1,2 上的数值决定：

න
𝑃

𝑄

𝑑റ𝑙 ⋅ 𝛻𝜑 = 𝜑 𝑄 −𝜑 𝑃 = ቚ𝜑
𝑃

𝑄

ර
𝐶

𝑑റ𝑙 ⋅ 𝛻𝜑 = 0

𝑃

𝑄

𝑑റ𝑙

𝛻𝜑

𝑑റ𝑙

𝛻𝜑
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1. 算子等式

 取𝜑 = റ𝐹 ⋅ റ𝑐，其中 റ𝑐为任一常矢量：

 取𝜑 = റ𝑐 ⋅ ി𝑇 ⋅ റ𝑑，其中 റ𝑐、 റ𝑑 为任两常矢量：

න
𝑃

𝑄

𝑑റ𝑙 ⋅ 𝛻 റ𝐹 ⋅ റ𝑐 = ቚറ𝐹 ⋅ റ𝑐
𝑃

𝑄
න
𝑃

𝑄

𝑑റ𝑙 ⋅ 𝛻 റ𝐹 ⋅ റ𝑐 = ቚറ𝐹
𝑃

𝑄
⋅ റ𝑐

න
𝑃

𝑄

𝑑റ𝑙 ⋅ 𝛻 റ𝑐 ⋅ ി𝑇 ⋅ റ𝑑 = ฬറ𝑐 ⋅ ി𝑇 ⋅ റ𝑑
𝑃

𝑄

റ𝑐 ⋅ න
𝑃

𝑄

𝑑റ𝑙 ⋅ 𝛻ി𝑇 ⋅ റ𝑑 = റ𝑐 ⋅ ቚി𝑇
𝑃

𝑄
⋅ റ𝑑

න
𝑃

𝑄

𝑑റ𝑙 ⋅ 𝛻 = ቚ
𝑃

𝑄

26

矢量场的散度在区域 𝑉内的积分

由其在边界 𝑆 = 𝜕𝑉上的数值决定（Gauss定理）

න
𝑉

𝑑𝑉 𝛻 ⋅ റ𝐹 = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ റ𝐹

𝑉

𝑆 = 𝜕𝑉

റ𝐹

ො𝑛

27

1. 算子等式

设 റ𝑐为任一给定常矢量：

න
𝑉

𝑑𝑉 𝛻𝜑 = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 𝜑റ𝐹 = 𝜑 റ𝑐

റ𝐹 = റ𝐴 × റ𝑐

റ𝐹 = ി𝑇 ⋅ റ𝑐

න
𝑉

𝑑𝑉 𝛻 × റ𝐴 = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 × റ𝐴

න
𝑉

𝑑𝑉 𝛻 ⋅ ി𝑇 = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ ി𝑇

න
𝑉

𝑑𝑉 𝛻 = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎
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2. 两个推论

【推论1】闭曲面的面积矢量为零：

【推论2】梯度、散度、旋度的另一与坐标系无关的定义：

ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 = 0

𝛻 = lim
𝑉→0

1

𝑉
ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎

𝛻𝜑 ≜ lim
𝑉→0

1

𝑉
ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 𝜑

𝛻 ⋅ റ𝐹 ≜ lim
𝑉→0

1

𝑉
ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ റ𝐹

𝛻 × റ𝐹 ≜ lim
𝑉→0

1

𝑉
ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 × റ𝐹

29

3. 格林公式

在Gauss定理中：

 取 റ𝐹 = 𝜑𝛻𝜓，得到格林第一公式：

 取 റ𝐹 = 𝜑𝛻𝜓 −𝜓𝛻𝜑，得到格林第二公式：

 取 റ𝐹 = 𝜑𝛻𝜑，得到格林第三公式：

න
𝑉

𝑑𝑉 𝜑𝛻2𝜓 + 𝛻𝜑 ⋅ 𝛻𝜓 = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝜑𝛻𝜓

න
𝑉

𝑑𝑉 𝜑𝛻2𝜓 − 𝜓𝛻2𝜑 = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝜑𝛻𝜓 −𝜓𝛻𝜑

න
𝑉

𝑑𝑉 𝜑𝛻2𝜑 + 𝛻𝜑 2 = ර
𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝜑𝛻𝜑 = ර
𝜕𝑉

𝜑
𝜕𝜑

𝜕𝑛
𝑑𝜎

30

矢量场的旋度在区域 Σ内的积分

由其在边界 𝐶 = 𝜕Σ上的数值决定（Stokes定理）

ර
Σ

𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝛻 × റ𝐹 = ර
𝜕Σ

𝑑റ𝑙 ⋅ റ𝐹 ⟷ ර
Σ

𝑑 റ𝜎 × 𝛻 ⋅ റ𝐹 = ර
𝜕Σ

𝑑റ𝑙 ⋅ റ𝐹

ො𝑛

𝛻 × റ𝐹

റ𝐹

𝑑റ𝑙
𝑆

𝐶 = 𝜕𝑆
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1. 算子等式

设 റ𝑐为任一给定常矢量：

റ𝐹 = 𝜑 റ𝑐

റ𝐹 = റ𝐴 × റ𝑐

റ𝐹 = ി𝑇 ⋅ റ𝑐

ර
Σ

𝑑 റ𝜎 × 𝛻𝜑 = ර
𝜕Σ

𝑑റ𝑙 𝜑

ර
Σ

𝑑 റ𝜎 × 𝛻 ⋅ ി𝑇 = ර
𝜕Σ

𝑑റ𝑙 ⋅ ി𝑇

ර
Σ

𝑑 റ𝜎 × 𝛻 × റ𝐴 = ර
𝜕Σ

𝑑റ𝑙 × റ𝐴

ර
Σ

𝑑 റ𝜎 × 𝛻 = ර
𝜕Σ

𝑑റ𝑙

32

§5 正交曲线坐标系
（本节不采用求和约定）

33

റ𝑥 = റ𝑥 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 ⟹ 𝑑റ𝑥 = 𝑑റ𝑙 = ෍

𝑎=1

3
𝜕 റ𝑥

𝜕𝑢𝑎
𝑑𝑢𝑎 = ෍

𝑎=1

3

ℎ𝑎𝑑𝑢𝑎 ො𝑢𝑎

拉梅系数：

基矢量：

ℎ𝑎 ≜
𝜕 റ𝑥

𝜕𝑢𝑎

ො𝑢𝑎 ≜
Τ𝜕 റ𝑥 𝜕𝑢𝑎
Τ𝜕 റ𝑥 𝜕𝑢𝑎

=
1

ℎ𝑎

𝜕 റ𝑥

𝜕𝑢𝑎

体积因子： 𝐻 ≜
𝜕 റ𝑥

𝜕𝑢1
⋅

𝜕 റ𝑥

𝜕𝑢2
×
𝜕 റ𝑥

𝜕𝑢3
= ℎ1ℎ2ℎ3 ො𝑢1 ⋅ ො𝑢2 × ො𝑢3
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2. 正交曲线坐标系

 不妨设为右手系：

ො𝑢𝑎 ⋅ ො𝑢𝑏 = 𝛿𝑎𝑏

ො𝑢𝑎 × ො𝑢𝑏 =෍

𝑐=1

3

𝜀𝑎𝑏𝑐 ො𝑢𝑐

 正交曲线坐标系下的体积因子为：

𝐻 = ℎ1ℎ2ℎ3

35

【例】试分别写出球坐标系和柱坐标系的Lame系数。

【解】利用球坐标系的定义

റ𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜙 ො𝑥1 + 𝑟 sin 𝜃 sin𝜙 ො𝑥2 + 𝑟 cos 𝜃 ො𝑥3

𝜕 റ𝑥

𝜕𝑟
= sin 𝜃 cos 𝜙 ො𝑥1 + sin 𝜃 sin𝜙 ො𝑥2 + cos 𝜃 ො𝑥3

𝜕 റ𝑥

𝜕𝜃
= 𝑟 cos 𝜃 cos𝜙 ො𝑥1 + 𝑟 cos 𝜃 sin𝜙 ො𝑥2 + −𝑟 sin 𝜃 ො𝑥3

𝜕 റ𝑥

𝜕𝜙
= −𝑟 sin 𝜃 sin𝜙 ො𝑥1 + 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜙 ො𝑥2

ℎ𝑟 =
𝜕 റ𝑥

𝜕𝑟
= 1, ℎ𝜃 =

𝜕 റ𝑥

𝜕𝜃
= 𝑟, ℎ𝜙 =

𝜕 റ𝑥

𝜕𝜙
= 𝑟 sin 𝜃

36

或者，由于𝑑 റ𝑥 = 𝑑𝑟 Ƹ𝑟 + 𝑟𝑑𝜃 ෠𝜃 + 𝑟 sin 𝜃 𝑑𝜙 ෠𝜙，因而

ℎ𝑟 = 1, ℎ𝜃 = 𝑟, ℎ𝜙 = 𝑟 sin 𝜃

而体积因子

类似地，柱坐标系中𝑑 റ𝑥 = 𝑑𝑠 Ƹ𝑠 + 𝑠𝑑𝜙 ෠𝜙 + 𝑑𝑧 Ƹ𝑧，因而

而体积因子

ℎ𝑠 = 1, ℎ𝜙 = 𝑠, ℎ𝑧 = 1.

𝐻 ≜ ℎ𝑟ℎ𝜃ℎ𝜙 = 𝑟2 sin 𝜃

𝐻 ≜ ℎ𝑠ℎ𝜙ℎ𝑧 = 𝑠
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由于

因而，𝜑 的梯度在曲线坐标系下的第 𝑏 个分量为：

𝑑𝜑 = ෍

𝑏=1

3
𝜕𝜑

𝜕𝑢𝑏
𝑑𝑢𝑏

𝑑𝜑 = 𝛻𝜑 ⋅ 𝑑റ𝑙 = ෍

𝑏=1

3

𝛻𝜑 𝑏 ℎ𝑏𝑑𝑢𝑏

𝛻𝜑 = ෍

𝑏=1

3
1

ℎ𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑢𝑏
ො𝑢𝑏𝛻𝜑 𝑏 =

1

ℎ𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑢𝑏

38

 球坐标系：

 柱坐标系：

𝛻𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝑟
Ƹ𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝜑

𝜕𝜃
෠𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝜑

𝜕𝜙
෠𝜙

𝛻𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝑠
Ƹ𝑠 +

1

𝑠

𝜕𝜑

𝜕𝜙
෠𝜙 +

𝜕𝜑

𝜕𝑧
Ƹ𝑧

在正交曲线坐标系下，梯度算子表示为

𝛻 = ෍

𝑏=1

3
ො𝑢𝑏
ℎ𝑏

𝜕

𝜕𝑢𝑏

 特例： 𝛻𝑢𝑎 =
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

, 𝛻𝑓 𝑢𝑎 =
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑎
∥ ො𝑢𝑎

39

【例】试在正交曲线坐标系下写出矢量场 റ𝐹 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 的散度。

【解】

𝛻 ⋅ റ𝐹 = ෍

𝑎=1

3
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

𝜕

𝜕𝑢𝑎
⋅ ෍

𝑏=1

3

𝐹𝑏 ො𝑢𝑏

= ෍

𝑎,𝑏=1

3
ො𝑢𝑎 ⋅ ො𝑢𝑏
ℎ𝑎

𝜕𝐹𝑏
𝜕𝑢𝑎

+ ෍

𝑎,𝑏=1

3
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

⋅ 𝐹𝑏
𝜕ො𝑢𝑏
𝜕𝑢𝑎

= ෍

𝑎=1

3
1

ℎ𝑎

𝜕𝐹𝑎
𝜕𝑢𝑎

+ ෍

𝑎,𝑏=1

3

𝐹𝑏
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

⋅
𝜕ො𝑢𝑏
𝜕𝑢𝑎

= ෍

𝑎,𝑏=1

3
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

⋅
𝜕 𝐹𝑏 ො𝑢𝑏
𝜕𝑢𝑎
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或者，利用莱布尼茨法则有

但是

其中

𝛻 ⋅ റ𝐹 = ෍

𝑎=1

3

𝛻 ⋅ 𝐹𝑎 ො𝑢𝑎 = ෍

𝑎=1

3

𝛻𝐹𝑎 ⋅ ො𝑢𝑎 +෍

𝑎=1

3

𝐹𝑎 𝛻 ⋅ ො𝑢𝑎

෍

𝑎=1

3

𝛻𝐹𝑎 ⋅ ො𝑢𝑎 = ෍

𝑎=1

3

෍

𝑏=1

3
ො𝑢𝑏
ℎ𝑏

𝜕𝐹𝑎
𝜕𝑢𝑏

⋅ ො𝑢𝑎 = ෍

𝑎=1

3
1

ℎ𝑎

𝜕𝐹𝑎
𝜕𝑢𝑎

𝛻 ⋅ ො𝑢𝑎 =?

41

利用坐标的梯度 𝛻𝑢𝑎 = Τො𝑢𝑎 ℎ𝑎 有

又由于

𝛻 × 𝛻𝑢𝑎 = 0 𝛻 ×
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

= 0

𝛻𝑢1 × 𝛻𝑢2 =
ො𝑢1
ℎ1

×
ො𝑢2
ℎ2

=
ℎ3 ො𝑢3
𝐻

𝛻𝑢1 × 𝛻𝑢2 = 𝛻 × 𝑢1𝛻𝑢2 − 𝑢1 𝛻 × 𝛻𝑢2

𝛻 ⋅ 𝛻𝑢1 × 𝛻𝑢2 = 𝛻 ⋅ 𝛻 × 𝑢1𝛻𝑢2 = 0

𝛻 ⋅
ℎ3 ො𝑢3
𝐻

= 0 𝛻 ⋅
ℎ𝑎 ො𝑢𝑎
𝐻

= 0

42

2. 矢量分析三剑客

 倘若将三剑客与莱布尼茨法则结合使用，就形成了三位欧几

里德空间中矢量分析的必杀技，足以秒杀理论物理学习和研

究中所遭遇的所有矢量分析问题。

 另一个关系则可为分析带来进一步的便利：

𝛻𝑢𝑎 =
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

, 𝛻 ×
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

= 0 , 𝛻 ⋅
ℎ𝑎 ො𝑢𝑎
𝐻

= 0

𝛻 ⋅ 𝜑 റ𝐹 = 𝛻𝜑 ⋅ റ𝐹 + 𝜑 𝛻 ⋅ റ𝐹

𝛻 × 𝜑 റ𝐹 = 𝛻𝜑 × റ𝐹 + 𝜑 𝛻 × റ𝐹

𝛻𝑓 𝑢𝑎 =
ො𝑢𝑎
ℎ𝑎

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑎
∥ ො𝑢𝑎
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【例】已知矢量场在柱坐标系中的表达式为 റ𝐹 = ෠𝜙 ln 𝑠 。试求

其散度和旋度。

【解】由于柱坐标系的Lame系数为： ℎ𝑠 = 1, ℎ𝜙 = 𝑠, ℎ𝑧 = 1.

所以存在恒等式：

散度:

旋度:

𝛻 ⋅ ෠𝜙 = 0, 𝛻 ×
෠𝜙

𝑠
= 0

𝛻 ⋅ ෠𝜙 ln 𝑠 = 𝛻 ⋅ ෠𝜙 ln 𝑠 + ෠𝜙 ⋅ 𝛻 ln 𝑠

𝛻 × ෠𝜙 ln 𝑠 = 𝛻 ×
෠𝜙

𝑠
𝑠 ln 𝑠

=
𝜕 𝑠 ln 𝑠

𝜕𝑠
Ƹ𝑠 ×

෠𝜙

𝑠
=
ln 𝑠 + 1

𝑠
Ƹ𝑧

= 𝛻 ×
෠𝜙

𝑠
𝑠 ln 𝑠 + 𝛻 𝑠 ln 𝑠 ×

෠𝜙

𝑠

= ෠𝜙 ⋅
Ƹ𝑠

𝑠
= 0

44

【思考】流体力学的Navier-Stokes 方程涉及流速 റ𝑣 与其旋度矢

量积 റ𝐴 = റ𝑣 × 𝛻 × റ𝑣 的旋度。已知某流体的流速矢量在柱坐标

系中表为 റ𝑣 = Ƹ𝑧 ln 𝑠。 请针对这样的流速计算 റ𝐴 的旋度和散度。

45

3. 正交曲线坐标系下的散度

𝛻 ⋅ റ𝐹 =෍

𝑎

𝛻 ⋅ ො𝑢𝑎𝐹𝑎 =෍

𝑎

𝛻 ⋅
ℎ𝑎 ො𝑢𝑎
𝐻

𝐻𝐹𝑎
ℎ𝑎

=෍

𝑎

ℎ𝑎 ො𝑢𝑎
𝐻

⋅ 𝛻
𝐻𝐹𝑎
ℎ𝑎

=෍

𝑎

ℎ𝑎 ො𝑢𝑎
𝐻

⋅ ෍

𝑏

ො𝑢𝑏
ℎ𝑏

𝜕

𝜕𝑢𝑏

𝐻𝐹𝑎
ℎ𝑎

=෍

𝑎,𝑏

ℎ𝑎 ො𝑢𝑎 ⋅ ො𝑢𝑏
𝐻ℎ𝑏

𝜕

𝜕𝑢𝑏

𝐻𝐹𝑎
ℎ𝑎

=෍

𝑎,𝑏

ℎ𝑎𝛿𝑎𝑏
𝐻ℎ𝑏

𝜕

𝜕𝑢𝑏

𝐻𝐹𝑎
ℎ𝑎
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𝛻 ⋅ റ𝐹 =
1

𝐻
෍

𝑎

𝜕

𝜕𝑢𝑎

𝐻𝐹𝑎
ℎ𝑎

=
1

ℎ1ℎ2ℎ3

𝜕

𝜕𝑢1
ℎ2ℎ3𝐹1 +

𝜕

𝜕𝑢2
ℎ3ℎ1𝐹2 +

𝜕

𝜕𝑢3
ℎ1ℎ2𝐹3

47

 球坐标系： ℎ𝑟 = 1, ℎ𝜃 = 𝑟, ℎ𝜙 = 𝑟 sin 𝜃 , 𝐻 = 𝑟2 sin 𝜃

 柱坐标系： ℎ𝑠 = 1, ℎ𝜙 = 𝑠, ℎ𝑧 = 1, 𝐻 = 𝑠

𝛻 ⋅ റ𝐹 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2𝐹𝑟 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃 𝐹𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐹𝜙

𝜕𝜙

𝛻 ⋅ റ𝐹 =
1

𝑠

𝜕

𝜕𝑠
𝑠𝐹𝑠 +

1

𝑠

𝜕𝐹𝜙

𝜕𝜙
+
𝜕𝐹𝑧
𝜕𝑧

48

【思考】证明：在正交曲线坐标系中，矢量场 റ𝐹 റ𝑟 的旋度写为

𝛻 × റ𝐹 =
1

𝐻

ℎ1 ො𝑢1 ℎ2 ො𝑢2 ℎ3 ො𝑢3

Τ𝜕 𝜕𝑢1 Τ𝜕 𝜕𝑢2 Τ𝜕 𝜕𝑢3

ℎ1𝐹1 ℎ2𝐹2 ℎ3𝐹3

由此分别给出𝛻 × റ𝐹在球坐标系和柱坐标系中的表达式。
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4. 正交曲线坐标系下的拉普拉斯

利用前面给出的散度表达式

由于 𝛻2𝜑 = 𝛻 ⋅ 𝛻𝜑，在上式中令

因此

𝛻 ⋅ റ𝐹 =
1

𝐻
෍

𝑎

𝜕

𝜕𝑢𝑎

𝐻𝐹𝑎
ℎ𝑎

𝐹𝑎 = 𝛻𝜑 𝑎 =
1

ℎ𝑎

𝜕𝜑

𝜕𝑢𝑎

𝛻2𝜑 =
1

𝐻
෍

𝑎

𝜕

𝜕𝑢𝑎

𝐻

ℎ𝑎
2

𝜕𝜑

𝜕𝑢𝑎

50

 球坐标系： ℎ𝑟 = 1, ℎ𝜃 = 𝑟, ℎ𝜙 = 𝑟 sin 𝜃 , 𝐻 = 𝑟2 sin 𝜃 .

 柱坐标系： ℎ𝑠 = 1, ℎ𝜙 = 𝑠, ℎ𝑧 = 1, 𝐻 = 𝑠

𝛻2𝜑 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝜑

𝜕𝑟
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕𝜑

𝜕𝜃
+

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2𝜑

𝜕𝜙2

𝛻2𝜑 =
1

𝑠

𝜕

𝜕𝑠
𝑠
𝜕𝜑

𝜕𝑠
+
1

𝑠2
𝜕2𝜑

𝜕𝜙2 +
𝜕2𝜑

𝜕𝑧2

1

𝑟

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑟𝜑

=

𝛻2𝜑 =
1

𝐻
෍

𝑎

𝜕

𝜕𝑢𝑎

𝐻

ℎ𝑎
2

𝜕𝜑

𝜕𝑢𝑎

=
1

𝐻

𝜕

𝜕𝑢1

ℎ2ℎ3
ℎ1

𝜕𝜑

𝜕𝑢1
+

𝜕

𝜕𝑢2

ℎ2ℎ3
ℎ2

𝜕𝜑

𝜕𝑢2
+

𝜕

𝜕𝑢3

ℎ1ℎ2
ℎ3

𝜕𝜑

𝜕𝑢1

51

【例】试计算 ΤƸ𝑟 𝑟2的旋度和散度。

【解】球坐标系中存在恒等式：

（1）旋度【方法一：微分】

𝛻 × Ƹ𝑟 = 0, 𝛻 ⋅
Ƹ𝑟

𝑟2 sin 𝜃
= 0

𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
= 𝛻

1

𝑟2
× Ƹ𝑟

𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
= 0

（此结果也可利用前面给出的球坐标系下的旋度公式得到）

= −
2𝛻𝑟

𝑟3
× Ƹ𝑟 = −

2

𝑟3
Ƹ𝑟 × Ƹ𝑟
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【方法二：积分】利用Stokes定理，有

ර
Σ

𝑑 റ𝜎 ⋅ 𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
= ර

𝜕Σ

𝑑റ𝑙 ⋅
Ƹ𝑟

𝑟2

积分方法和微分方法给出的结果相同。

= ර
𝜕Σ

𝑑𝑟

𝑟2
= ර

𝜕Σ

𝑑 −
1

𝑟
= 0

𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
= 0

由于此结论对任一给定的曲面Σ都成立，因而

或者，对于任一给定区域𝑉，有

න
𝑉

𝑑𝑉 𝛻 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
= ර

𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ×
Ƹ𝑟

𝑟2
= −ර

𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 × 𝛻
1

𝑟
= −ර

𝜕𝜕𝑉

𝑑റ𝑙

𝑟
= 0

53

（2）散度【方法一：微分】

或者直接利用前面给出的球坐标系下的散度公式：

𝛻 ⋅
Ƹ𝑟

𝑟2
= 𝛻 ⋅

Ƹ𝑟

𝑟2 sin 𝜃
sin 𝜃 =

Ƹ𝑟

𝑟2 sin 𝜃
⋅ 𝛻 sin 𝜃

=
Ƹ𝑟

𝑟2 sin 𝜃
⋅
෠𝜃

𝑟

𝜕 sin 𝜃

𝜕𝜃
= Ƹ𝑟 ⋅ ෠𝜃

cot 𝜃

𝑟3
= 0

𝛻 ⋅ റ𝐹 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2𝐹𝑟 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃 𝐹𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐹𝜙

𝜕𝜙

𝛻 ⋅
Ƹ𝑟

𝑟2
=

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2 ⋅

1

𝑟2
=

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
1 = 0

54

可见 ΤƸ𝑟 𝑟2的散度不为零！

微分方法和积分方法给出的结论不一致!

【方法二：积分】利用高斯定理，

对任一给定的三维区域 V 有

න
𝑉

𝑑𝑉 𝛻 ⋅
Ƹ𝑟

𝑟2
= ර

𝜕𝑉

𝑑 റ𝜎 ⋅
Ƹ𝑟

𝑟2

= ර
𝜕𝑉

𝑑Ω

= ቊ
4𝜋, 𝑂 ∈ 𝑉
0, 𝑂 ∉ 𝑉

𝑑 റ𝑆
Ƹ𝑟

𝑟

𝑅

𝑂

𝜃
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谢谢同学们！


